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Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo introduce el concepto de la algoritmia desde un enfoque histérico y propone
un contexto de estudio y los requisitos aconsejables para un buen aprovechamiento del
texto.

1.1 El nacimiento de la programacion

El desarrollo de programas como disciplina nace tras la aparicién de los primeros lengua-
jes de programacién en la década de los 50. En esta primera fase, la programacién era
dependiente de los procesadores y los conceptos de control de flujo y las estrategias
algoritmicas eran bastante difusos. En esta fase temprana, la produccién de programas
estaba basada en la prueba y error, y las estrategias para la resolucion algoritmica de cier-
tos problemas no tenfan todavia un lenguaje de especificacién de cédigo con suficiente
nivel de abstraccién. Sin embargo, entre 1950 y 1960 aparecen varios lenguajes de pro-
gramacion como ALGOL y FORTRAN que permiten identificar elementos de disefio
algoritmico, muchos de los cuales han pervivido hasta nuestros dias.

Mas tarde, a finales de la década de los sesenta, la forma tradicional de produccién de
los programas en base a un primer disefio seguido de una bateria de pruebas con juegos
de datos de diversos tipos, fue cuestionada fuertemente y se constaté la falta de una
metodologia de desarrollo y verificacién de los programas que hacia que éstos no fueran
fiables, lo que constituy6 una barrera importante para el arte de la programacion.

Como consecuencia de estas reflexiones surgen en aquel momento dos lineas de investi-
gacion paralelas:

e Una linea de desarrollo de los métodos de programacién que produjeran procesos
manejables mentalmente y por tanto sencillos de entender y validar.

e Una linea de desarrollo de métodos de verificacién de programas cuyo objeto era
la formalizacién de procedimientos que permitieran decidir que un programa sa-
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tisface las especificaciones por estudio de su estructura y no por las técnicas de
prueba.

La primera de ellas introdujo la nocién de programacion estructurada, el concepto de
modulo y, con el tiempo, la nocién de objeto; la segunda desarroll6 las bases axiomaticas
para la verificacién de programas y también en menor medida para la produccién de
programas en funcién de una especificacién previa.

1.2 Algoritmos y programacion estructurada

La programacién estructurada constituyd una traslacion a la programacién de las técni-
cas generales de resolucién de problemas (mecanizadas a partir de la idea de N. Simon
y Newell con el General Problem Solver [NS63]) pero también, a partir de estas ideas,
comienza a evolucionar la nocién del disefio de programas como un proceso de inge-
nieria.

Las aportaciones de Edgser W. Dijkstra, C.A.R. Hoare, O.J. Dahl y N. Wirth, entre otros,
introdujeron a finales de los afios 60 y principios de los 70 la nocién de programacién
estructurada [Dij68, Dij72, Wir71, DDH72], planteando abstracciones estructurales en
el c6digo, que hasta entonces se veia como una mera coleccién lineal de asertos, lo que
supuso la primera evolucién hacia el desarrollo disciplinar de programas. Fue con estas
abstracciones como la la programacién modular y las técnicas de descomposicién de
mddulos desarrollada por D.L. Parnas [GP70, Par72] como se produjo la primera revo-
lucién conceptual de la programacion, precursora de la segunda que fue la introduccién
de la programacién orientada a objetos, seguida a su vez por la programacién basada en
patrones de disefio.

A comienzos de los setenta se gesta también otra revolucidn conceptual, esta vez acerca
de la representacion y especificacion de tipos de datos. Alrededor del concepto de tipo
abstracto de datos [Gut75] evolucionan las ideas de modularidad, genericidad, esquemas
genéricos de resolucién de problemas, formalizacién del concepto de implementacién
y especificacién formal de tipos de datos; ideas, todas ellas, armonicas con el disefio
descendente y la programacion estructurada. Se trata de distinguir entre la especificacion
de un tipo de datos, o su comportamiento observable, y sus implementaciones. Los
mecanismos de encapsulamiento para aislar el acceso y manipulacién de tipos de datos
de su implementacién se incorporaron rdpidamente a lenguajes de programacién como
Pascal y Modula-2 [Wir82] entre otros.

También a mediados de los 70 la algoritmica adquiere forma de disciplina dominante
en el campo de la informética con el desarrollo de muchos lenguajes de alto nivel y de
métodos formales de desarrollo, que trajeron también la necesidad de analizar formal-
mente la complejidad de los algoritmos con la introduccién del concepto de tratabilidad
y de la distincién entre el crecimiento exponencial y el crecimiento polinomial por los
trabajos de A. Cobhan y J Edmonds [Cob65]. Finalmente es Knuth quien introduce la
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notacién O, © y Q [Knu76], la cual permite facilitar enormemente el estudio formal de
la eficiencia de los algoritmos, y que ha llegado hasta nuestros difas.

Otro de los campos que han influido en la algoritmica aunque en menor medida es el
de la verificacién de programas, que viene a recoger la asercién de Edger W. Dijkstra
de que los casos de prueba sirven para detectar la presencia de errores, pero no para
asegurar su ausencia. En esta linea de razonamiento y buscando métodos de validacion
sistemdtica se posicionaron a mediados de los afios 60 John McCarthy, P. Naur y so-
bre todo R. Floyd [McC63, Flo67]. Aunque el origen de la nocién de verificacién se
puede remontar a Alan Turing [Tur49], fue Robert Floyd el primero en proponer el de-
sarrollo de un método sistemdtico de verificacion de algoritmos con la publicacién en
1967 de su articulo “Assigning Meanings to Programs”, en el que se expone la idea de
etiquetar en forma de asertos 16gicos las sentencias de los programas de forma que se
reflejaran los efectos de las mismas a partir de una definicién formal de la semantica del
lenguaje de programacién. Fue poco después C. Hoare quien en 1969 desarroll6 a partir
de los trabajos de Floyd el cdlculo seméntico de pre y postcondiciones en algoritmos y
el concepto de invariante en un bucle [Hoa69]. De estos trabajos desarrollados para la
verificacién de algoritmos deterministas surgié lo que se conoce como Logica de Hoare
[Krz81], a cuyo posterior desarrollo y ampliacién contribuyeron entre otros N. Wirth y
D. Gries [Gri82]. Estas reglas axiomdticas de prueba propuestas tuvieron pronto una
enorme acogida que se ampli6 hacia la programacién concurrente y a la programacién
distribuida [OG76, Owi76, Krz86].

1.3 Esquemas algoritmicos

La idea de que una familia de problemas pueden compartir una solucién algoritmica
eficiente adquiere gran interés en esta época, donde abundan las publicaciones con solu-
ciones a determinados problemas abordables computacionalmente como los algoritmos
de ordenacién [Hoa62, Wil64], problemas de caminos minimos en grafos y un largo
etcétera. Como consecuencia de lo anterior, se introduce poco a poco la idea de que
es posible agrupar determinados problemas algorimicos bajo un esquema de resolucion
comun.

Es en los afios 60 donde se menciona por primera vez el concepto de esquema algorit-
mico que aparece desarrollado en la obra de Knuth “The Art of Programming”, auténtica
biblia de la algoritmica comenzada en 1970 con la ayuda de Floyd (también en el CS De-
partment, en Stanford) quien ayudo en las primeras revisiones, y continuada y ampliada
hasta la actualidad con un total de 7 volimenes, algunos de ellos todavia en renovacion.
Posteriormente se acuflan determinados nombres para las familias de algoritmos de-
sarrolladas hasta el momento; asi, la definicién de algoritmo voraz se debe a Jack Ed-
monds [Edm71]. El estudio del problema de la ordenacién, con los desarrollos de los
algoritmos de ordenacién rdpida y la creacion de las estructuras de datos de monticulos
para la solucién de Williams [Hoa62, Wil64] se apoyan en la descomposicién algorit-
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mica que dio lugar al esquema de tipo Divide y Venceras. Por otro lado, la descomposi-
cién en subejemplares solapados derivé en las técnicas de programacion dindmica desa-
rrolladas por Bellman, Floyd y Warshall, entre otros. El nombre del esquema conocido
como Divide y Vencerds se atribuye a J. Mauchly, impulsor del proyecto de construccion
de la ENIAC y uno de los fundadores de la ACM.

La ampliacion de los esquemas iniciales, restringida a la resolucion de los problemas de
caminos minimos y drboles de expansiéon minimos en grafos explicitos y de ordenacion,
se complementa con la acufiacién del concepto de Inteligencia Artificial por John Mc-
Carthy, que afiadi6 a mediados de los 60 la investigacién en algoritmos de bisqueda en
grafos, busquedas en anchura y en profundidad, y técnicas como el método de minimax
y el algoritmo A *, entre otros. Los algoritmos de ramificacién y poda también son fruto
de estas investigaciones y motivados principalmente con los problemas que plantea la
Investigacion Operativa. Entre la década de los 60 y comienzos de los 70 afios, por
ejemplo el backtraking o vuelta atras se describe en 1965 por [GB65] con una solucién
algoritmica al problema de las ocho reinas.

Los esquemas algoritmicos, van cristalizando poco a poco y se asientan sus nombres
y propiedades como elementos basicos de la computacién. La importancia de los es-
quemas no se limita a la creacién de soluciones genéricas a familias de problemas, y la
evolucion de éstos ha permitido, no solo la solucién algoritmica de determinados pro-
blemas conocidos, sino la aparicion de soluciones computables (tratables) de otros. Un
ejemplo conocido de esto tltimo es la FFT (transformada rdpida de Fourier) que ha
posibilitado el desarrollo del procesamiento digital de sefiales en tiempo real [BM67].

A partir de la década de los 70 la mayoria de los desarrollos realizados en esta linea se
introducen de manera indiscutible como parte esencial de los curricula de la disciplina
informatica, que adquiere personalidad propia con la creacién de las primeras facul-
tades. De esta manera, el estudio de los esquemas algoritmicos y el conocimiento de sus
multiples aplicaciones ha llegado hasta nuestros dias como un componente bésico de la
formacién del ingeniero en informatica.

1.4 Planificacion del texto

Este libro estd pensado como texto de apoyo a la ensefianza de la algoritmica en escuelas
técnicas superiores de ingenieria informatica.

Los contenidos combinan el estudio de algunas estructuras de datos y de los principales
esquemas algoritmicos, junto con ejercicios y soluciones de los mismos. Cada capi-
tulo, a su vez, se estructura con un desarrollo del tema que aborda seguido de ejercicios
resueltos, propuestos y de notas bibliograficas. Hemos querido también realizar una pre-
sentacion del tema al comienzo de cada capitulo para que el lector pueda conocer las
dificultades que implica su estudio y los conocimientos previos requeridos.
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1.4.1 Prerrequisitos

En primer lugar se supone una base matematica que implica entre otras cosas capacidad
para la resolucién de ecuaciones bésicas y la realizacién de demostraciones por induc-
cién. La base matemadtica se entiende fundamentada en los conocimientos habituales
adquiridos en un primer curso de ingenieria e incluiria el célculo de expresiones combi-
natorias bésicas, nociones de probabilidad, calculo de limites, polinomios, resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales, y manejo de la notaciéon matematica asociada.

En el aspecto de andlisis algoritmico, se hard uso en mayor medida del célculo y de-
mostracion de costes algoritmicos, por lo que puede necesitarse realizar demostraciones
por reduccién al absurdo o por induccion para la comprobacién de optimalidad de deter-
minados algoritmos y el manejo de sumatorios, combinatoria y célculo de limites.

El texto da por conocidas las técnicas de analisis de coste de algoritmos y las notaciones
Oy Q, aunque se usardn en muchas ocasiones las expresiones resueltas de las ecuaciones
re recurrencia aplicadas a los algoritmos recursivos. Se suponen también conocidas las
estructuras de datos bdsicas como listas, colas, drboles y sus operaciones bdsicas.

1.4.2 Dependencias entre capitulos

El libro se estructura en dos partes: estructuras de datos y esquemas de algoritmica. La
primera de ellas expone estructuras de datos con un objetivo practico. Se estudiard la
utilidad de los mismos en el &mbito de la implementacién en algoritmos de diverso tipo.
Por esta razén este capitulo hace hincapi€ en algunas implementaciones eficientes de los
mismos y se realizan referencias a los &mbitos en los que se usan.

En segundo lugar, se abarca el estudio de los esquemas algoritmicos con ejemplos de
aplicaciones en diversos dmbitos, como la planificacién, la ordenacion y la bisqueda,
entre otros. Todos los capitulos de algoritmica usan en mayor o menor medida conceptos
de estructuras de datos, por lo que se recomienda que éste capitulo se abarque en su
totalidad antes de proceder al estudio de alguno de los esquemas.

En cuanto al orden de estudio de los esquemas algoritmicos, se recomienda abordar por
un lado los algoritmos voraces antes que la programacién dindmica, por otro el estudio
de los algoritmos de tipo divide y vencerds, y por tdltimo el de vuelta atrds antes que el
de ramificacién y poda.

1.4.3 Organizacién del contenido
Desde el punto de vista del profesor, el contenido y la planificacién que proponemos es

la siguiente:

e El Capitulo 2 abarca el estudio de las estructuras de datos avanzadas necesarias
para el desarrollo de los algoritmos y esquemas expuestos.
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e El Capitulo 3 incluye el estudio de los algoritmos voraces. El estudio de este
esquema se basa en el conocimiento de aplicaciones conocidas del mismo, so-
bre todo involucrando problemas con grafos (como el del drbol de recubrimiento
minimo o el de los caminos minimos) y de planificacién de tareas. Se recomienda
empezar con la introduccién tedrica al esquema y algin ejercicio y posteriormente
se abordarian las diferentes familias de problemas que se resuelven mediante este
esquema: grafos, planificacién y optimizacién en varias variantes. Es recomen-
dable que el estudio se realice cuando se tienen recientes los conocimientos sobre
grafos y monticulos.

e El Capitulo 4 abarca el estudio de los algoritmos de tipo Divide y Vencerds. En
este tipo de esquema, la variedad de subfamilias es menor. Debe hacerse maés
hincapi€ en la induccién realizada en las 1llamadas recursivas, y por tanto que el
aspecto tedrico del esquema se trabaje bien antes de abordar la instanciacién. Se
comenzaria con el estudio tedrico y después se abordarian dos o tres problemas en
profundidad que ilustren la instanciacién del esquema.

e El Capitulo 5 estudia la resolucién de problemas mediante programacién dindmica.
Es conveniente conocer previamente los esquemas de divide y vencerés y de algo-
ritmos voraces, por utilizar la programacién dindmica conceptos algoritmicos de
ambos.

e El Capitulo 6 contempla el estudio de los algoritmos de backtraking o de retro-
ceso. Habria que repasar el concepto de grafo y abordar el esquema exponiendo
claramente el concepto de exploracién en un grafo implicito frente al concepto de
grafo explicito de la estructura de datos. De esta manera, es importante que se
adquiera conciencia de que por un lado la exhaustividad, y por otro la generacién
implicita del recorrido son los aspectos fundamentales, ademads claro estd, de la
capacidad de retroceso en el espacio de bisqueda.

e Por ultimo, en el Capitulo 7 y como variante de lo anterior, el esquema de ra-
mificacién y poda propone una busqueda con objetivo de optimizacién. Se debe
repasar la nocién de monticulo para el almacenamiento de los nodos pendientes
de desarrollo y detallar porqué esta estructura de datos proporciona un mecanismo
de ramificacién basada en expandir en cada momento el nodo méds prometedor.
En los aspectos tedricos este esquema es similar al anterior, por lo que las expli-
caciones deben abordarlo como una variante e identificar los elementos nuevos,
como son el monticulo, ya mencionado, y la actualizacion de las cotas superiores
e inferiores del objetivo que se precisa optimizar.

El texto se complementa con bibliografia en donde se profundiza en algunos aspectos de
la algoritmia relacionados con la eficiencia o con variantes de determinados problemas,
asi como con la realizacién de pruebas de evaluacién personal al concluir el estudio
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de cada esquema. Por tltimo es recomendable complementar el estudio tedrico con la
realizacion de précticas en las que se aborde la resolucién y codificacién completa de los
esquemas mencionados.




Capitulo 2

Estructuras de datos avanzadas

Este capitulo estd dedicado al estudio de algunas estructuras de datos avanzadas, en con-
creto: los grafos, los monticulos y las tablas hash. Tanto los grafos como los monticulos
se utilizardn como estructuras fundamentales en algunos esquemas algoritmicos que se
verdn posteriormente.

El principal objetivo de este capitulo con respecto a los grafos y los monticulos, es
que el lector sea capaz de utilizarlos de forma adecuada y eficiente en los esquemas
algoritmicos en los que sean necesarios. Para ello, debe entender sus fundamentos y
conocer las operaciones basicas. Con respecto a las tablas hash, aunque su estudio y
aplicacion se limita a este capitulo, se pretende que el lector comprenda su utilidad y
conozca las principales funciones hash y de resoluciéon de colisiones asociadas a esta
estructura de datos.

Se recomienda al lector una lectura secuencial del capitulo. Cuando vaya a abordar
los problemas resueltos, se propone al lector que realice la traza del algoritmo propuesto
sobre la estructura de datos, con el fin de comprender su modo de operar y funcionalidad.
Finalmente, el lector puede intentar resolver los problemas propuestos, sabiendo que
algunas de sus soluciones se encuentran en diferentes fuentes bibliogréficas a las que se
hace referencia al final del capitulo.

2.1 Grafos

Un grafo es una coleccién de nodos o vértices unidos por lineas o aristas. Se puede
definir por lo tanto como la pareja G = (N,A), donde N es un conjunto finito de vértices
o nodos y A es un conjunto finito de lineas o aristas, tal que cada linea o arista es un par
de laforma A € N x N. En la figura 2.1 se puede observar un ejemplo de un grafo.

En general, los grafos permiten modelar problemas en los que existe una relacion rele-
vante entre los objetos que intervienen. Los nodos o vértices representarian los objetos
y las aristas las relaciones entre ellos.

9

.
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Figura 2.1: Grafo no dirigido

2.1.1 Definiciones basicas

Si las lineas o aristas en A estan orientadas, es decir indican un sentido, se denominan
flechas o arcos y al grafo se le denomina grafo dirigido. Si las lineas no estdn orientadas
al grafo se le denomina grafo no dirigido. El grafo de la figura 2.1 es un grafo no
dirigido. Una arista que una dos nodos n; y ny en un grafo dirigido se representard
mediante el par ordenado (n;,n;), indicando que el sentido de la flecha va del nodo n;
al nodo ny. Por lo tanto (nj,ny) y (na,n;) representan dos aristas distintas. Mientras
que una arista que una los mismos nodos en un grafo no dirigido se representara por el
conjunto (ny,ny),y asi (ny,n2) y (n2,n;) representan la misma arista.

El grafo de la figura 2.1 se describiria: G = (N,A), siendo N = {1,2,3,4,5,6} y A =
{(1,2),(1,6),(6,4), (4,5),(2,3), (2, 4)}.

En la figura 2.2 se puede ver un ejemplo de grafo dirigido. Este grafo se describirfa:
G = (N,A), siendo N = {1,2,3,4,5,6} y A = {(2,1),(1,6),(6,4),(4,5),(3,2),(2,4),
(4,4)}.

Figura 2.2: Grafo dirigido

Dado el arco (n;,n;), n; es el extremo inicial del arco y n; es el extremo final. A una arista
de la forma (n;,n;) se la denomina bucle o lazo. El arco (4,4) del grafo de la figura 2.2
es un bucle.
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Dos nodos n; y n; son adyacentes si siendo distintos existe una arista o arco que los une.
En los dos grafos ejemplo, tanto el de la figura 2.1 como el de la figura 2.2, los nodos
adyacentes al 6 sonel 1y el 4.

El grado de un vértice en un grafo no dirigido es el nimero de aristas que salen o entran
de él. Si el grafo es dirigido se puede hablar de grado de entrada de un vértice o entrante
de un vértice, que es el nimero de arcos que llegan a €l, y de grado de salida o saliente
de un vértice, que es el nimero de arcos que salen de él. En el grafo no dirigido de la
figura 2.1 el grado del vértice 2 es 3. En el grafo dirigido de la figura 2.2, el grado de
entrada del vértice 2 es 1 y el grado de salida es 2.

Un camino en un grafo dirigido es una secuencia finita de arcos entre dos vértices, tal
que el extremo final de cada arco coincide con el extremo inicial del arco siguiente. Si el
grafo es no dirigido, un camino es una secuencia de aristas consecutivas. La longitud de
un camino es el nimero de aristas que contiene. Un camino simple es un camino que no
utiliza m4s de una vez la misma arista; en caso contrario se denomina camino compuesto.
En el grafo de la figura 2.2, la secuencia de arcos (3,2), (2, 1), (1,6), es un camino simple
de longitud 3. En el grafo de la figura 2.1 la secuencia de aristas (3,2),(2,4),(4,6) es un
camino simple; pero dicha secuencia no es un camino en el grafo dirigido de la figura 2.2
ya que no existe el arco (4,6). En el grafo de la figura 2.1 el camino (3,2),(2,4),(4,2)
no es un camino simple sino compuesto, ya que en un grafo no orientado las aristas (2,4)
y (4,2) son la misma arista y, por lo tanto, se estd utilizando mds de una vez la misma
arista.

Un ciclo o circuito es un camino simple que empieza y termina en el mismo vértice. El
grafo de la figura 2.1 tiene un ciclo formado por la secuencia (2,1),(1,6),(6,4),(4,2).
Sin embargo, el grafo de la figura 2.2 no tiene ningtn ciclo.

Dos nodos o vértices estdn conectados si existe un camino que los une.

2.1.2 Tipos de grafos

Se distinguen distintos tipos de grafos por las propiedades que presentan. A continuacién
definimos los tipos principales.

Un grafo nulo es un grafo sin vértices. Un grafo aciclico es un grafo que no contiene
ciclos. El grafo de la figura 2.2 es aciclico.

Las aristas, al igual que los vértices, pueden tener asociada informacion que se denomina
etiqueta y que puede ser un nombre o un valor, representando una ponderacién, peso,
coste, distancia etc. segln el contexto, y se obtiene asi un grafo etiquetado o valorado.
Un grafo valorado es pues una tripleta G = (N, A, P) en la que la pareja (N,A) constituye
el conjunto de nodos y aristas, y P es una funcién que a cada arista de A le asigna un
valor de un cierto tipo. Los nimeros asociados a los vértices de la figura 2.1 y de la
figura 2.2 son las etiquetas de los vértices y se pueden interpretar como su nombre o
identificador. La figura 2.3a muestra un ejemplo de grafo valorado. En este caso las
etiquetas de las aristas son nimeros naturales.
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(a) Grafo orientado valorado (b) Multigrafo

Figura 2.3: Ejemplos de grafos

Se dice que un grafo es simple si entre cada par de vértices existe a lo sumo una arista.
En caso contrario se trata de un multigrafo. La figura 2.3b representa un multigrafo.
Dado un grafo G = (N,A) y siendo N(G) y A(G) respectivamente el conjunto de nodos y
aristas de G, G’ es un subgrafo de G si N(G') C N(G) y si A(G') C A(G). En el grafo de
la figura 2.3a el conjunto de nodos {2,3,4} y los arcos {(2,4), (4,3),(3,2)} constituyen
un subgrafo.

Se dice que un grafo es conexo si para cualquier par de vértices distintos existe un camino
que los contiene. Un grafo dirigido es fuertemente conexo si para cada par de vértices
distintos n y m hay un camino de n a m y también hay un camino de m a n. El grafo no
dirigido de la figura 2.1 es conexo. El grafo dirigido de la figura 2.3a no es conexo ya
que no hay camino para llegar desde el resto de los nodos al nodo 6.

Se denomina componente conexa de un grafo a un subgrafo conexo maximal. Maximal
se refiere a que dado un subgrafo conexo G’, el grafo no contiene otro subgrafo conexo
tal que G’ sea un subconjunto de él. El grafo no dirigido de la figura 2.4 tiene dos

componentes conexas: una formada por los nodos {1,2,4,3} y la otra formada por los
nodos {5,6,7}.

Figura 2.4: Grafo no dirigido con dos componentes conexas

En un grafo dirigido que no es fuertemente conexo, un subgrafo fuertemente conexo
maximal recibe el nombre de componente fuertemente conexa del grafo. El grafo di-
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rigido de la figura 2.5 tiene dos componentes fuertemente conexas: una formada por los
nodos {1,2,3} y la otra por los nodos {4,5}.

Figura 2.5: Grafo dirigido con dos componentes fuertemente conexas

El maximo nimero de aristas en un grafo no dirigido de n vértices es n(n—1)/2. Si
un grafo no dirigido tiene ese nimero de aristas se dice que es completo. El miximo
nimero de aristas en un grafo dirigido de n vértices es n(n — 1). En ambos casos no se
cuentan los bucles.

Un drbol libre es un grafo aciclico, conexo y no dirigido. Estos arboles no tienen raiz y
los hijos no estdn ordenados. Para obtener un drbol general hay que seleccionar un nodo
como raiz y establecer algtin orden entre los hijos de cada nodo.

2.1.3 Representacion de grafos

Aunque existen diversas opciones para representar un grafo en este texto se presentan
las dos mds comunes: matriz de adyacencia y listas de adyacencia.

Matriz de adyacencia

Sea G = (N,A) un grafo con n vértices. La matriz de adyacencia asociada a G, MA, es
una matriz cuadrada de n x n elementos tal que MA[i, j] = 1 si la arista (i, j) (o el arco
(i, ) si el grafo es dirigido) pertenece a G, y MA[i, j] = 0 si no existe tal arista en G. Los
valores 1 y O se pueden sustituir por valores booleanos (cierto, falso).

El siguiente grafo dirigido:
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se representaria con la matriz de adyacencia:

e =] =] N o Nl
(=] el Nl T K Rl i} )
QIO OO~ || W
= OOl O &
QIO =[O
QIO OO =

NN | W —

La matriz de adyacencia de un grafo no dirigido es simétrica, por lo que se puede utilizar
y almacenar sélo la matriz triangular superior o inferior. El siguiente grafo no dirigido:

se representaria con la siguiente matriz de adyacencia simétrica:

O O =] O| =]
OO OO =] O] w2

1
0
1
0
1
0
1

o v alw| o] —
N =T I ES
—lo|l—lololo|lw
O =~ =]

Un grafo valorado o etiquetado se puede representar mediante una matriz de adyacencia
si en lugar del valor 1 o cierto para representar la existencia de una arista, se utiliza
su etiqueta o valor. Si el 0 no es una de las posibles etiquetas, se puede utilizar para
representar la no existencia de una arista, en caso contrario habria que utilizar un valor
o cardcter que no pertenezca al conjunto de posibles valores.
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El grafo valorado de la figura 2.3a se representaria:

1123|456
1100 |0(8]0|O0
215/0(1012]0(0
310(10|(0(0]0]0
410{0(1]0|6]0
510{0]0(0]0]|O
6/0[0|10]7]0|0

Con este tipo de representacion, operaciones como determinar cudntas aristas hay en
un grafo G de n nodos tienen un coste O(n?). La representacion de un grafo dirigido
requiere un espacio en memoria ©(n?), aunque el grafo tenga menos de n? arcos.
Cuando un grafo es disperso, es decir, tiene pocas aristas y por lo tanto muchos ceros en
la matriz de adyacencia, podria ser mas conveniente un tipo de representacion en la que
s6lo los nodos y las aristas existentes se representen.

Listas de adyacencia

Las listas de adyacencia son realmente un array de n listas, siendo n el nimero de no-
dos, por lo que contiene tantas listas como nodos hay en el grafo. La lista del nodo i
tendra tantos elementos como nodos adyacentes tenga el nodo i. Dentro de cada lista en
principio los nodos no estdn ordenados. El acceso a los nodos adyacentes a uno dado se
traduce en acceder y recorrer la lista asociada a dicho nodo. El siguiente grafo dirigido:
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En el caso de grafos etiquetados, las listas deberian incluir un campo adicional para
almacenar la etiqueta asociada a cada arista.
Con este tipo de representacion, determinar si existe una arista entre el nodo i y el nodo
J puede llevar un tiempo O(n), ya que puede haber O(n) vértices en la lista asociada al
nodo i. En cuanto al coste en espacio de esta representacion, estd en ©(n+ a) siendo n
el nimero de nodos y a el nimero de aristas.

Funciones de manipulacion de grafos

A continuacién se muestran los prototipos de las funciones que implementan las opera-
ciones basicas de manipulacion de grafos:

Crear grafo: devuelve un grafo vacio.
fun CrearGrafo(): grafo

Anadir arista: anade una arista entre los vértices u y v y le asigna de peso p.
fun AnadirArista (u,v:vértice, p:peso, g:grafo): grafo

Anadir vértice: anade el vértice v al grafo g.
fun AnadirVertice (v:vértice, g:grafo): grafo

Borrar arista: elimina la arista entre los vértices.
fun BorrarArista (v1,v2:vértice, g:grafo): grafo

Borrar vértice: borra el vértice v al grafo g y todas las aristas que partan o lleguen a él.
fun BorrarVertice (v:vértice, g:grafo): grafo

Adyacente?: comprueba si los vértices son adyacentes.
fun Adyacente? (v1,v2:vértice, g:grafo): booleano

Adyacentes: devuelve una lista con los vértices adyacentes a v.
fun Adyacentes (v:vértice, g:grafo): lista

Etiqueta: devuelve la etiqueta o peso asociado a la arista que une los vértices.
fun Etiqueta (v1,v2:vértice, g:grafo): etiqueta

A la hora de calcular los costes se asume lo siguiente:

e CrearGrafo() crea un grafo vacio que correspondera a una matriz de 0 x 0 elemen-
tos 0 a un array de listas vacio.

e En la representacion con matriz de adyacencia se puede acceder directamente a la
fila y columna de un vértice a partir de su identificador. En el caso de las listas de
adyacencia se supone que se accede directamente a la posicion del vector o array
correspondiente al vértice a partir de su identificador. Es decir, no se contempla
que sea necesario buscar un vértice en la matriz o en el array de listas, y por lo
tanto no se anade ese coste.
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Siendo n el nimero de nodos y a el nimero de aristas, el coste asociado a estas ope-
raciones en el caso peor dependiendo del tipo de representacion queda reflejado en la
siguiente tabla:

Matriz de adyacencia Lista de adyacencia

CrearGrafo o(1) o(1)
AnadirArista o(1) o(1)
AnadirVertice O(n) o(1)
BorrarArista o(1) O(n)

BorrarVertice O(n) O(n+a)
Adyacente? o(1) O(n)
Adyacentes O(n) o(1)
Etiqueta o(1) O(n)

Si el grafo tiene pocas aristas las listas de adyacencia resultan menos costosas en espacio.
Sin embargo, cuando a se acerca a n> (maximo niimero de nodos posibles) el coste en
espacio es del mismo orden. En este caso, al decidir entre las dos representaciones se
podria tener en cuenta que la matriz de adyacencia es mds sencilla de tratar ya que no
utiliza punteros.

En cuanto al coste en tiempo, dependiendo de qué operaciones se necesiten serd mas
apropiada una representacion que otra. Por ejemplo, si el algoritmo necesita recorrer
todas las aristas de un grafo, con la matriz de adyacencia tendrd un coste O(n?), mientras
que con las listas de adyacencia tendra un coste O(n+ a), que resultard muy ventajoso
si el grafo tiene pocas aristas.

En general, para grafos dispersos, con pocas aristas, las listas de adyacencia son el tipo
de representaciéon mds eficiente; para grafos densos, con muchas aristas, la matriz de
adyacencia resulta mds apropiada.

2.1.4 Recorrido de grafos

La resolucién de muchos de los problemas que se pueden formular en términos de grafos
en ocasiones requiere visitar todos los nodos y/o aristas. En este apartado vamos a ver
dos tipos de recorrido de grafos que se pueden aplicar tanto a grafos dirigidos como a
grafos no dirigidos.

Recorrido en profundidad

En la bibliografia también se conoce a este recorrido como busqueda primero en profun-
didad (depth-first search). Inicialmente se marcan todos los nodos como no visitados y
se selecciona un nodo u como punto de partida. A continuacion, se marca como visitado
y se accede a un nodo no visitado v adyacente al nodo u. Se procede recursivamente con
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el nodo v. Al volver de la llamada o llamadas recursivas, si hay algin nodo adyacente
que no se ha visitado, se toma como punto de partida y se vuelve a ejecutar el proce-
dimiento recursivo. El recorrido termina cuando todos los nodos estdn marcados como
visitados. Este recorrido seria equivalente al recorrido en preorden de un arbol.

Dado un nodo inicial, la siguiente funcion recursiva se encargaria del recorrido en pro-
fundidad recursivo:

fun RecProfundidadRecursivo(v: nodo, visitado: Vector)
var
w: nodo
fvar
visitado[v] < cierto
para cada w adyacente a v hacer
si — visitado[w] entonces
RecProfundidadRecursivo(w, visitado)
fsi
fpara
ffun

Para asegurar que se visitan todos los nodos de un grafo, tanto si es conexo como si no
lo es, la funcién anterior deberia ser llamada desde la siguiente:

tipo Vector = matriz[0..n] de booleano
fun RecorridoProfundidad(G = (N,A): grafo)
var
visitado: Vector
v: nodo
fvar
para cada v € N hacer
visitado[v] < falso
fpara
para cada v € N hacer
si — visitado[v] entonces
RecProfundidadRecursivo(v, visitado)
fsi
fpara
ffun

Este recorrido se puede realizar tanto en grafos dirigidos como no dirigidos; la tnica
diferencia es lo que se entiende por adyacente en uno u otro tipo de grafo. Si el grafo es
dirigido, el nodo w es adyacente al nodo u si existe el arco (u,w). Si no existe el arco
(w,u) entonces el nodo u no es adyacente al nodo w.



GRAFOS 19

En cuanto al coste del recorrido en profundidad, si consideramos que n es el nimero
de nodos y a es el nimero de aristas de un grafo, en su recorrido en profundidad sélo
se hace una llamada a RecProfundidadRecursivo por cada nodo no visitado, por lo que
RecProfundidadRecursivo se ejecuta n veces. La obtencién de los adyacentes depende
de la forma de representacion del grafo. Si la representacion es mediante una matriz de
adyacencia, los adyacentes a un nodo se obtienen recorriendo una fila de la matriz n X n,
por lo que el coste de la bisqueda en profundidad es de O(n?). Si la representacion es
mediante listas de adyacencia, para obtener los adyacentes a un nodo habra que recorrer
su lista de adyancentes. Sabemos que la suma de las longitudes de las listas de adyacen-
cia que representan un grafo es a, asi el tiempo estaria en O(n+ a).

En la figura 2.6 se puede ver un grafo no dirigido y la secuencia de llamadas a RecPro-
fundidadRecursivo cuando se toma como nodo inicial del recorrido el nodo 1y se visitan
los adyacentes a un nodo dado por orden numérico.

RecProfundidadRecursivo(l)
RecProfundidadRecursivo(2)
RecProfundidadRecursivo(3)
RecProfundidadRecursivo(4)
RecProfundidadRecursivo(5)
RecProfundidadRecursivo(6)

(a) Grafo no dirigido (b) Secuencia de llamadas del recorrido
en profundidad partiendo del nodo 1

Figura 2.6: Ejemplo de recorrido en profundidad de un grafo

También se puede implementar el recorrido en profundidad en forma iterativa. Para
ello, necesitamos una estructura de datos Pila (“Last Input First Output” LIFO) con las
operaciones tipicas del Tipo Abstracto de Datos (TAD) pila: PilaVacia, Apilar, Desapilar
y Cima.

fun RecProfundidadlIterativo(v: nodo, visitado: Vector)
var
w: nodo
P: TPila
fvar
P + PilaVacia
visitado[v] <« cierto
Apilar(v,P)
mientras — vacia(P) hacer
para cada w adyacente a Cima(P) hacer
si — visitado[w] entonces
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visitado[w] < cierto
Apilar(w,P)
fsi
fpara
Desapilar(P)
fmientras
ffun

Al igual que en la version recursiva, para asegurar que se recorren todos los nodos del
grafo, tanto si es conexo como si no lo es, harfa falta llamarlo desde:

tipo Vector = matriz[0..n] de booleano
fun RecorridoProfundidad(G = (N,A): grafo)

var
visitado: Vector
v: nodo

fvar

para cada v € N hacer
visitado[v] + falso

fpara

para cada v € N hacer
si — visitado[v] entonces

RecProfundidadlterativo(v, visitado)

fsi

fpara

ffun

El calculo del coste es similar al de la version recursiva.

El recorrido en profundidad también permite numerar los nodos del grafo de acuerdo
al orden en que se visitan. Con esta nueva funcionalidad, el algoritmo de recorrido en
profundidad recursivo quedaria:

fun RecProfundidadRecursivoNum(v: nodo, num: natural, visitado: Vector, numOrden:
VectorNat)

var

w: nodo

fvar

visitado[v] <« cierto

num < num + 1

numOrden[v] - num

para cada w adyacente a v hacer



GRAFOS 21

si — visitado[w] entonces
RecProfundidadRecursivoNum(w, num, visitado, numOrden)
fsi
fpara
ffun

Este algoritmo se llamaria desde el siguiente:

tipo Vector = matriz[0..n] de booleano
tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
fun RecorridoProfundidadNum(G = (N,A): grafo)
var
visitado: Vector
numOrden: VectorNat
fvar
para cada v € N hacer
visitado[v] <« falso
fpara
num < 0
para cada v € N hacer
si — visitado[v] entonces
RecProfundidadRecursivoNum(v, num, visitado, numOrden)
fsi
fpara
ffun

En el grafo ejemplo de la figura 2.6a el orden de visita de los nodos coincidiria con el
orden en el que son llamados por la funcién RecProfundidadRecursivo() que aparece en
la figura 2.6b: el nodo 1 se recorreria el primero, el nodo 2 el segundo, el 3 el tercero, el
4 el cuarto, el 5 el quinto y el 6 en sexto lugar.

Recorrido en amplitud o en anchura

En la bibliografia también se conoce a este recorrido como buisqueda primero en anchura
(breadth-first search). Inicialmente se marcan todos los nodos como no visitados y se
selecciona un nodo u como punto de partida. A continuacion, se marca como visitado y
se visitan todos los nodos no visitados adyacentes al nodo u. A continuacion se procede
de manera similar con los adyacentes a cada uno de los nodos recién visitados. Se puede
considerar que es un recorrido por niveles, primero se accede a los nodos que estdn a una
arista de distancia del nodo inicial del recorrido, después a los que estan a dos aristas de
distancia, y asi sucesivamente hasta que se visitan todos los nodos accesibles desde el
inicial.
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El recorrido en anchura se emplea cuando hay que realizar una exploracién parcial de
un grafo infinito, o potencialmente muy grande, y también para calcular el camino mas
corto desde un punto del grafo hasta otro.

El recorrido en anchura no es de naturaleza recursiva, se necesita una estructura de datos
lista de tipo “First Input First Output” (FIFO) que corresponde a una Cola. Las opera-
ciones tipicas del TAD cola que se van a usar son: ColaVacia, EnColar, DesenColar y
Primero.

Dado un nodo inicial, la siguiente funcién se encargaria del recorrido en anchura:

fun RecAnchura(v: nodo, visitado: Vector)
var
u,w: nodo
Q: TCola
fvar
Q « ColaVacia
visitado[v] < cierto
Encolar(v,Q)
mientras — vacia(Q) hacer
u < Primero(Q)
Desencolar(u,Q)
para cada w adyacente a u hacer
si — visitado[w] entonces
visitado[w] < cierto
Encolar(w,Q)
fsi
fpara
mientras
ffun

Al igual que en el recorrido en profundidad, para asegurar que se recorren todos los
nodos del grafo, tanto si es conexo como si no lo es, haria falta llamarlo desde la siguiente
funcioén:

tipo Vector = matriz[0..n] de booleano
fun RecorridoAnchura(G = (N,A): grafo)
var
visitado: Vector
v: nodo
fvar
para cada v € N hacer
visitado[v] < falso
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fpara
para cada v € N hacer
si — visitado[v] entonces
RecAnchura(v, visitado)
fsi
fpara
ffun

El razonamiento y célculo del coste del recorrido en anchura es similar al del recorrido
en profundidad: O(n?) cuando se representa el grafo con una matriz de adyacencia y
O(n+ a) cuando se representa mediante listas de adyacencia.

En la figura 2.7 se puede ver un grafo no dirigido y el contenido de la cola cuando se
toma como nodo inicial del recorrido el nodo 1, y se visitan los adyacentes a un nodo
dado por orden numérico.

(1
(2,4,6)
(4,6,3)
(6,3.,5)

(3,5)

()

0

(a) Grafo no dirigido (b) Contenido de la cola del recorrido en
anchura partiendo del nodo 1

Figura 2.7: Ejemplo de recorrido en anchura de un grafo

Este recorrido también se puede realizar tanto en grafos dirigidos como no dirigidos.
Al igual que en recorrido en profundidad la dnica diferencia es lo que se entiende por
adyacente en uno u otro tipo de grafo.

2.1.5 Arboles de recubrimiento

Los recorridos en profundidad o en anchura de un grafo conexo le asocian un drbol de
recubrimiento. Asi, las aristas del grafo se dividen en dos conjuntos: las que pertenecen
al arbol y las que no. Las aristas que no forman parte del drbol son las que no se usan en
el recorrido del grafo. El nodo inicial del recorrido es la raiz del arbol.

La figura 2.8a muestra un grafo no dirigido y la figura 2.8b el arbol de recubrimiento
asociado por el recorrido en profundidad partiendo del nodo 1. Las aristas en linea dis-
continua representan las que no se han utilizado en el recorrido debido a que conducian
a nodos que ya estaban visitados. Las aristas que si se han utilizado en el recorrido, en
el sentido de que conducian a nodos sin visitar, son las que forman parte del arbol de
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recubrimiento. Se observa como se han eliminado los ciclos del grafo original. Si G es
el grafo y AR es un arbol de recubrimiento asociado, se da que una arista de G que no
esté en AR une necesariamente un nodo con alguno de sus antecesores.

(a) Grafo no dirigido (b) Aristas del arbol de recubrimiento
asociado

Figura 2.8: Ejemplo de drbol de recubrimiento a partir de un recorrido en profundidad

Si el grafo no es conexo, el recorrido en profundidad le asocia un bosque de arboles,
uno por cada componente conexa del arbol. Veamos el ejemplo de la figura 2.9. En la
subfigura 2.9a se puede ver un grafo dirigido con 2 componentes conexas: una formada
por los nodos {1,2,3,4,5} y la otra por los nodos {6,7}. Si se hace un recorrido en
profundidad tomando el nodo 1 como origen y visitando los adyacentes a un nodo dado
por orden numérico, se observa que se obtiene un bosque de recubrimiento formado por
2 arboles, uno por cada componente conexa. Para este ejemplo, la secuencia de llamadas
a la funcion de recorrido en profundidad recursiva seria la siguiente:

RecProfundidadRecursivo(l)
RecProfundidadRecursivo(4)
RecProfundidadRecursivo(3)
RecProfundidadRecursivo(2)
RecProfundidadRecursivo(5)
RecProfundidadRecursivo(6)
RecProfundidadRecursivo(7)

La busqueda en profundidad puede dar lugar a diferentes drboles o bosques de recubri-
miento segun el orden en el que se examinen los adyacentes.

En un grafo dirigido las aristas del grafo que no estan en el arbol o bosque asociado
pueden ser de 3 tipos:

e Las que unen un nodo con uno de sus antecesores. Véanse los arcos (2,1) y (2,4)
en la figura 2.9b.

e Las que unen un nodo con uno de sus descendientes o sucesores. Véase la arista
(1,5) en la figura 2.9b.
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(a) Grafo dirigido no conexo (b) Bosque de recubrimiento asociado

Figura 2.9: Ejemplo de bosque de recubrimiento a partir de un recorrido en profundidad

e Las que unen un nodo con otro que no es antecesor ni descendiente suyo. Véase
la arista (6,4) en la figura 2.9b.

En el caso de grafos dirigidos las aristas solo pueden unir un nodo con un antecesor o
con un descendiente.

2.1.6 Puntos de articulacion

Dado un grafo conexo, un nodo « es un punto de articulacién si al eliminar u y todas las
aristas que inciden en €l el grafo deja de ser conexo. Por ejemplo, en el grafo de la figura
2.10, el nodo 1 es un punto de articulaciéon ya que si se elimina junto con sus aristas
el grafo dejaria de ser conexo y pasaria a tener dos componentes conexas: {2,4,3} y
{5,6,7}. El nodo 5 también es un punto de articulacién ya que al eliminarlo a él y a sus
aristas el grafo quedaria con las componentes conexas: {1,2,4,3} y {6,7}. Lo mismo
ocurre con el nodo 2, quedando dos componentes conexas: {3} y {1,4,5,6,7}. Sin
embargo, los nodos 3, 4, 6 y 7 no son puntos de articulacion.

Figura 2.10: Ejemplo de grafo con puntos de articulacion

Un grafo conexo sin puntos de articulacién se llama biconexo. Encontrar los puntos de
articulacion de un grafo es una tarea bdsica en problemas de conectividad de grafos.
Supongamos que tenemos una red de comunicaciones representada como un grafo, en
el que los nodos son puntos que se quieren mantener en conexion y las aristas son las



26 ESTRUCTURAS DE DATOS AVANZADAS

lineas de conexion. Si el grafo es biconexo, la red de comunicaciones seguird en fun-
cionamiento aunque falle un nodo. Un grafo tiene conectividad k si la eliminacién de
k — 1 nodos cualesquiera no lo desconecta. Un grafo biconexo tiene al menos conectivi-
dad 2. Cuanto mayor sea el valor de k, es decir su conectividad, serd més resistente a
posibles fallos en los nodos.

La busqueda de los puntos de articulacion de un grafo se basa en el recorrido en profun-
didad. En el caso de que no se encuentren se concluird que el grafo es biconexo.

Los pasos para hallar los puntos de articulacién de un grafo son los siguientes:

1. Realizar un recorrido en profundidad del grafo numerando los nodos segin avanza
el recorrido (ver como numerar los nodos en 2.1.4). Como resultado tendremos el
grafo inicial G, un drbol de recubrimiento asociado, AR, junto con el nimero de or-
den que le asigna el recorrido a cada nodo. En la figura 2.11 se puede ver un grafo,
el arbol de recubrimiento asociado y la numeracién de los nodos (numOrdenl)).

2. Recorriendo el drbol de recubrimiento AR en postorden' se calcula para cada nodo
visitado v el valor ba jo[v]. El valor de bajo[v] representa el nodo mds alto al que
podemos llegar desde v en AR descendiendo por 0 o mds aristas del arbol y ascen-
diendo como méaximo por una arista que no pertenece al arbol. En la figura 2.11b
las aristas que no pertenecen al arbol estdn en linea discontinua. Hay que tener en
cuenta que si un nodo no tiene hijos en AR no puede ser un punto de articulacion,
ya que al eliminarlo los nodos restantes seguirian conectados mediante las aristas
que quedan. Para cada nodo v visitado, bajo[v] se calcula como el valor minimo
de:

(a) numOrden]v],

(b) numOrden|w)| para cualquier w tal que haya una arista de retroceso (v,w) en
G que no esté en AR, y

(¢c) bajo|x] para cualquier hijo x de v.

En la figura 2.12 se han calculado los valores de bajo[] que son los que aparecen
entre paréntesis. El recorrido en postorden analizaria los nodos en el siguiente
orden: primero el nodo 3, luego el 4, 2, 7, 6, 5 y la raiz 1. El valor bajo[3] es
3 ya que no se puede ir a un punto mds alto siguiendo una arista que no esté en
el grafo, ni tiene descendientes, por lo que el valor de bajo[3] es numOrden|3].
El valor bajo[4] es 1 ya que se puede llegar al nodo 1 ascendiendo por una linea
discontinua. El valor bajo[2] es 1 ya que el nodo 4 es descendiente suyo y a través
de €l puede llegar al 1 que tiene valor menor. El valor bajo[7] es 5 ya que se puede
llegar al nodo 5 ascendiendo por una linea discontinua. El valor bajo[6] es 5 ya
que el nodo 7 es descendiente suyo y a través de €l puede llegar al 5 que tiene valor

I'Se recuerda que el recorrido en postorden de un drbol recorre primero el subarbol izquierdo, después
el subéarbol derecho y, por tltimo, la raiz.
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menor. El valor bajo[5] es 5 el numOrden|5] y, finalmente, el valor de bajo([l] es
1 el numOrden(1].

3. Se calculan los puntos de articulacion de la siguiente manera:

(a) Laraiz de A es un punto de articulacién si tiene mas de un hijo.

(b) Cualquier otro nodo v es un punto de articulacion si tiene un hijo w tal que
bajo[w] > numOrden|v]. En este caso al eliminar v y sus aristas se desconec-
taria w. El caso contrario, ba jo[w] < numOrden|v], indica que hay un camino
para moverse desde el nodo w a un antecesor del nodo v y por lo tanto la
eliminacién de v no desconectaria a w del resto del grafo.

En el ejemplo de la figura 2.12 los nodos 1, 2, y 5 son puntos de articulacion.

(a) Grafo no dirigido conexo (b) Arbol de recubrimiento asociado con
los nodos numerados en orden de recor-
rido

Figura 2.11: Ejemplo de grafo con puntos de articulacion y su drbol de recubrimiento asociado

Figura 2.12: Ejemplo de grafo con los valores de numOrden]] y ba jo[] calculados

2.1.7 Ordenacion topoldgica de un grafo dirigido aciclico

Un grafo dirigido aciclico (gda) es un grafo dirigido que no tiene ciclos. Los gda per-
miten modelar de manera natural ciertos problemas cuya resolucién requiere la reali-
zacion de una serie de tareas en un orden especifico. En un gda la existencia del arco
(u,v) indica que el nodo u precede al nodo v en una ordenacion lineal.



28 ESTRUCTURAS DE DATOS AVANZADAS

Por ejemplo, los prerrequisitos de un plan de estudios de una carrera se pueden modelar
con un gda. Si los prerrequisitos se refieren a asignaturas, cada asignatura seria un nodo
y los arcos indicarfan cudl hay que cursar antes. Si los prerrequisitos se refieren a cursos
seria igual pero en relacién a cursos.

Algunos problemas relacionados con la planificacion de tareas también se pueden mo-
delar con un gda. Por ejemplo, en el caso de que haya que realizar una serie de tareas de
forma que una no puede empezar hasta que otra u otras acaben.

Los gda también pueden representar expresiones aritméticas con subexpresiones repeti-
das. La figura 2.13 representa la estructura de la siguiente expresiéon mediante un gda:

(a—b)(c+d)
(a+b)(c+d)

Figura 2.13: Un grafo dirigido aciclico

La clasificacion topolégica asigna un orden lineal a los nodos de un gda. En el caso de
una expresion aritmética indicaria el orden en que deben calcularse las subexpresiones
para obtener el resultado.

Para determinar si un grafo dirigido es aciclico se puede utilizar un recorrido en pro-
fundidad. También se puede utilizar el recorrido en profundidad para determinar la
ordenacion topoldgica de un gda, afiadiendo una instruccion de escritura a la funcién
recursiva de recorrido en profundidad:

fun RecProfundidadRecursivoOrdenTopologico(v: nodo, visitado: Vector)
var
w: nodo
fvar
visitado[v] < cierto
para cada w adyacente a v hacer
si — visitado|w] entonces
RecProfundidadRecursivoOrdenTopologico(w, visitado)
fsi
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fpara
escribir(v)
ffun

Para asegurar que se visitan todos los nodos del grafo se llamaria a la funcién anterior
desde la funcién RecorridoProfundidad vista en el apartado 2.1.4.

El recorrido deberd comenzar por un nodo que no tiene ningtin predecesor. Esta funcién
imprime los nodos en orden topolégico inverso. Veamos otro ejemplo de gda en la figura
2.14. En este caso el gda representa una planificacion de tareas. Si lo recorri€ramos
siguiendo la funcién anterior empezando en el nodo T1 escribiria: T6 T5 T3 T1 T4 T2.
Al invertir la lista anterior tendriamos un orden que garantizaria la ejecucion de todas las
tareas teniendo en cuenta las precedencias.

Figura 2.14: Un grafo dirigido aciclico

En el caso del ejemplo de la figura 2.13, la funcién escribiria: ab-cd+xab+cd+x
/. Se puede observar que evaluando las subexpresiones en ese orden se puede calcular el
resultado de la expresién. Nétese que en el caso de las expresiones aritméticas, los nodos
terminales del grafo no representan el objetivo, sino las subexpresiones mas elementales.

2.1.8 Camino mas corto desde la raiz a cualquier otro nodo

Dado un grafo G, se define la distancia mds corta entre los vértices u y v del grafo G
como el minimo niimero de aristas en cualquier camino entre u y ven G. Sea G = (N ,A)
un grafo y sea ARA = (N, A’) el arbol de recubrimiento asociado al recorrido en anchura
de G. Para cada vértice w, la longitud del camino desde la raiz hasta w en ARA coincide
con la longitud del camino mas corto desde la raiz hasta w en G.

Por ejemplo, el problema de atravesar un laberinto, considerando el punto de entrada del
laberinto como la raiz, se puede resolver con un recorrido en anchura. También cuando
partimos de un valor numérico inicial y queremos llegar a obtener un valor n aplicando
una serie de operaciones aritméticas. Este problema es bdsicamente una busqueda en
un grafo dirigido infinito, que también se puede resolver con un recorrido en anchura.
Supongamos que el valor inicial es 2 y que utilizando dos operaciones, multiplicacion
por 3 y division entera entre 2, queremos llegar al valor 4 en el menor nimero de pasos.



30 ESTRUCTURAS DE DATOS AVANZADAS

En la figura 2.15 tenemos la parte inicial del grafo que describe el conjunto de valores de
las operaciones anteriores. Para cada nodo, la arista superior se refiere a la multiplicacién
por 3y la inferior a la divisién entre 2.

Figura 2.15: Un grafo dirigido infinito

Si utilizamos el recorrido en anchura aplicando primero la operacion division y luego
la multiplicacién, el valor 4 lo obtendriamos con la secuencia: 2+2x3 x3+2. Si
utilizaramos un recorrido en profundidad podriamos seguir una rama que no llegara
nunca al valor 4.

2.1.9 Otros algoritmos sobre grafos

Existen otros algoritmos con grafos que se podrian incorporar a este capitulo. Sin em-
bargo, dado que el libro también trata esquemas algoritmicos, y dichos algoritmos con
grafos son representativos de algunos de los esquemas que se van a estudiar, se deja su
descripcién al capitulo correspondiente de algoritmos. Por ejemplo, los algoritmos de
cdlculo de un drbol de recubrimiento minimo y de caminos minimos se estudiardn en el
capitulo dedicado a los algoritmos voraces (ver capitulo 3). Lo mismo ocurrird con otros
algoritmos que exploran espacios de buisqueda que se modelan mediante un grafo.

2.2 Monticulos

Los monticulos son un tipo especial de drbol binario que se implementan sobre vectores
con las siguientes propiedades:

e Es un drbol balanceado y completo (los nodos internos tienen siempre dos hijos)
con la posible excepcion de un tnico nodo cuando el nimero de elementos es
impar.

e Cada nodo contiene un valor mayor o igual que el de sus nodos hijos (monticulo
de méaximos), o menor o igual (monticulo de minimos).

A la segunda de estas propiedades se le denomina propiedad de monticulo y permite
tener en la cima del monticulo (el nodo raiz) el elemento mayor (0 menor si se trata
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de un monticulo de minimos), siendo ésta la utilidad fundamental del monticulo. Los

nodos de profundidad k est4n situados en las posiciones 2 y siguientes del vector hasta
la 2k 1,

T(n]

T[2n] T[2n+1]

Figura 2.16: Estructura bdsica de un monticulo

Como hemos comentado, la implementacion no se realiza utilizando arboles, sino vec-
tores, cuyo recorrido es mas eficiente. El vector T[1..n] implementa un monticulo
cuando:

e El nodo raiz es el elemento T'[1] del vector y contiene el mayor (o menor) de los
elementos del monticulo.

e Los nodos hijos del elemento 7'[i] que son respectivamente 7'[2i] y T'[2i+ 1] cumplen
que T'[i] > T[2i] y T[i] > T[2i+ 1] para el caso de los monticulos de méaximos.

Para acceder al padre del nodo T'[i] se accede al elemento T'[i div 2]. Asumiremos sin
pérdida de generalidad que los monticulos de ejemplo del resto del capitulo implementan
monticulos de maximos.

Al cumplir la propiedad de monticulo que permite tener en la cima el elemento mas
prometedor, la principal utilidad es esta estructura de datos es la de proporcionar un
método eficiente de implementar colas de prioridad. El orden interno de los elementos
no es relevante, pero si lo es la eficiencia en recuperar la propiedad de monticulo ante
operaciones bdsicas. El monticulo fue desarrollado por Floyd como estructura de datos
de apoyo a un método de ordenacién denominado Heapsort (ordenacion por monticulo),
ﬁ que se menciona en el capitulo 4.

Podemos ver estas propiedades con un ejemplo. El vector

m=1[6,5,4,4,1,3,2]

implementa el monticulo de a figura 2.17, representado en forma de arbol.

e S

Al insertar un elemento, por ejemplo afadir el valor 7, el monticulo queda como muestra
la figura 2.18.

Como se puede comprobar, los monticulos no son vectores ordenados, si bien el mayor
elemento ocupa la cima del mismo. De esta manera el objetivo de esta estructura de
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Figura 2.17: Un monticulo de mdximos M

Figura 2.18: M tras anadir 7

datos es tener en todo momento en la cima del mismo al mayor de sus elementos. La
particularidad de los monticulos es que es una estructura de datos que permite de manera
muy eficiente insertar y borrar un elemento y restaurar la propiedad de monticulo.

Figura 2.19: M tras eliminar la cima

En la figura 2.19 tenemos el resultado de eliminar la cima del monticulo. El resultado es
que este se recompone y recupera la propiedad de monticulo perdida en la figura 2.18.
Una estructura de monticulo tiene aplicaciones importantes en otros algoritmos conoci-
dos:
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e Algoritmos de ordenacién como Heapsort, uno de los algoritmos mads relevantes
con un coste eficiente en el caso peor.

e Algoritmos de seleccion: la busqueda de minimos, maximos, medianas o el k-
ésimo mayor elemento pueden realizarse en tiempo lineal mediante el uso de mon-
ticulos.

e Algoritmos basados en grafos: usando monticulos como estructuras internas de
almacenamiento de nodos o aristas, la complejidad puede reducirse en un orden
polinémico. Ejemplos de este tipo de algoritmos son la creaciéon de arboles de
recubrimiento minimo de Prim o el problema del camino mas corto de Dijkstra.

2.2.1 Implementacion y operaciones sobre elementos del monticulo

La estructura de datos para implementar el monticulo consta de un registro con tres
elementos:

e Un vector 7T'[1..n].
e Un contador ¢ para el numero de elementos del monticulo.
e Un valor para el tamafio maximo del monticulo.

que se puede definir como sigue:

registro monticulo
T: vector [1..n] de entero;
c: natural;
MAX: natural;

fregistro

El monticulo tiene las operaciones bdsicas siguientes:

CreaMonticuloVacio: devuelve un monticulo vacio.

MonticuloVacio?: devuelve cierto si el monticulo estd vacio.

Flotar: reubica el elemento i-esimo del vector en caso de que este sea mayor que el
padre.

Hundir: reubica el elemento i-esimo del vector en caso de que éste sea menor que al-
guno de sus hijos. En tal caso, intercambia su valor por el del mayor de sus hijos.
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Insertar: inserta un elemento en el monticulo y lo flota hasta restaurar la propiedad de
monticulo.

Primero: devuelve la cima del monticulo sin modificarlo.

ObtenerCima: devuelve la cima del monticulo, la elimina del mismo y recompone la
propiedad de monticulo.

Describimos las funciones a continuacion:

Funcion CreaMonticuloVacio

La funcién devuelve un monticulo vacio con el contador iniciado a 0 elementos.

fun CreaMonticuloVacio(m: monticulo)
m.T < null
mc+ 0
m.MAX < n

ffun

Funcion MonticuloVacio?

La funcién devuelve un monticulo vacio con el contador iniciado a 0 elementos.

fun MonticuloVacio?(m: monticulo)
si (m.c = 0) entonces dev cierto sino dev falso
ffun

Funcion Flotar

La funcién flotar reubica el elemento i-esimo del vector T del monticulo en caso de que
éste sea mayor que el padre, hasta que esté correctamente situado en el monticulo y
se haya restablecido la propiedad de monticulo. El proceso de flotar se utiliza para la
insercion de un elemento nuevo en el monticulo.

fun flotar(T: vector, i:natural)
var
padre:natural
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fvar
padre < idiv 2
mientras (i>1) A (T[padre] < T[i]) hacer
intercambiar (T[i],T[padre])
i+ idiv?2
fmientras
ffun

Supongamos que tenemos el siguiente caso, en el que aplicamos la funcién flotar al
monticulo siguiente (en oscuro se sefiala aquel nodo que no cumple la propiedad de
monticulo):

Funcion Hundir

La funcién Hundir reubica el elemento i-ésimo del vector T del monticulo m en caso de
que este sea menor que alguno de sus hijos. En tal caso, intercambia su valor por el del
mayor de sus hijos.
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Figura 2.20: Operacion flotar

El algoritmo de la funciéon Hundir es el siguiente:

fun Hundir(T:vector, i:natural)
var
hi,hd,p:natural
fvar
hi < 2%*i
hd « 2*i+1
p<i
repetir
si (hi < m.MAX)A(T[hd] > T[i]) entonces
i<+ hd
fsi
si (hi < m.MAX) A (T[hi] > T[i]) entonces
i< hi
fsi
intercambiar (T[p],T[i])
i+ idiv2
hasta p=i;
ffun

En el monticulo de la figura 2.21, el elemento de la cima no cumple la propiedad de mon-
ticulo. Realizamos sobre este elemento la operacién Hundir y tras ella, los elementos
del vector recuperan la propiedad de monticulo.
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Figura 2.21: Operacion hundir

Funcion Insertar

La manera mas intuitiva de insercion de un elemento en un monticulo se realiza incor-
porando el elemento al final del mismo y aplicando la operacion Flotar.

fun Insertar(e:elemento; m: monticulo): monticulo
si m.c = m.MAX entonces
error(MonticuloLleno)
sino
m.c < m.c + 1
m.T[m.c] < e
Flotar(m.T,m.c)
fsi
ffun
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El ejemplo anterior es el caso de afadir el elemento 7 al monticulo. En un principio el
monticulo consta de 7 elementos, con lo que se inserta en la posicién 8, con m.T[8] =7
y m.c = 8, y a continuacion se invoca a flotar(m,8).

Funcion Primero

Esta funcién devuelve el valor que hay en la cima del monticulo sin eliminarla.

fun Primero(m: monticulo): elemento
si m.c = 0 entonces dev error
sino
dev m.T[1]

fsi
ffun

Se trata de una funcién de coste = (1).

Funcion ObtenerCima

El borrado de la cima del monticulo devuelve el valor de esta y elimina la cima de la
primera posicion del monticulo. Para recuperar la propiedad de monticulo, se pone en
su lugar el dltimo elemento del monticulo (el de mds profundidad y mas a la derecha en
el arbol binario) y se realiza sobre el mismo la funcién Hundir.

fun ObtenerCima(m: monticulo): elemento
var
e:elemento
fvar
si m.c # 0 entonces
e < m.T[1]
m.T[1] «+ m.T[m.c]
m.c <— m.c - 1
Hundir(m.T,1)
dev e

ffun
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Figura 2.22: Operacion de la recuperacion de la propiedad de monticulo tras el borrado de la
cima



40 ESTRUCTURAS DE DATOS AVANZADAS

2.2.2 Eficiencia en la creacion de monticulos a partir de un vector

La creacion de un monticulo a partir de una coleccién de valores puede optimizarse para
tener un coste lineal. Veamos algunos procedimientos para realizar esta operacion y
analicemos su eficiencia.

Funcion CreaMonticulo

La primera de las opciones de creaciéon del monticulo a partir de un vector se puede
realizar utilizando la funcioén flotar, que inserta cada elemento al final del monticulo y
recupera la propiedad del mismo [BB90].

Para crear un monticulo a partir de un vector V[1..n] mediante inserciones, usamos una
simple iteracion:

fun CreaMonticulo(T:vector|1..n]): monticulo
var
m: monticulo
fvar
m < CreaMonticuloVacio();
para i < 2 hasta n hacer
Flotar(T,1);
fpara
dev(m)
ffun
Si n el nimero de elementos del monticulo, la profundidad media es log,(n) — 1, lo
que equivale a una complejidad O(nlogn). El i-ésimo objeto requerird como mucho
O([log(i)]) intercambios en el arbol, por lo que el tiempo de ejecucion T'(n) serd:

Sin embargo hay una manera mas eficiente de crear un monticulo a partir de los elemen-
tos de un vector mediante el procedimiento Hundir:

fun CreaMonticuloLineal(T:vector[1..n]): monticulo
var
m:monticulo
fvar
m < CreaMonticuloVacio();
para i < n/2 hasta | paso -1 hacer
hundir(T,1);
fpara
mT« T
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dev(m)
ffun

El dltimo nivel del arbol contiene los n/2 dltimos elementos del vector, y éstos no pueden
hundirse mds, por lo que se parte del pentltimo nivel, es decir desde i = n/2. Vamos a
calcular el coste de este algoritmo suponiendo sin pérdida de generalidad que n es po-
tencia de 2, es decir que el arbol binario es completo. De esta manera, si n = 2 habra
n/2 =2¥"1 hojas que ya son un monticulo. A partir de ése nivel habrd n/4 = 2-2 nodos
que requerirdn una iteracion del bucle y una operacién hundir, n/8 = 283 nodos re-
querirdn como mucho dos iteraciones, y asi sucesivamente. En general n/2/+! = 2k=i-!
nodos requerirain como mucho i iteraciones en el bucle. Asi el nimero de iteraciones
totales por el bucle es:

k—1 .
Z izk*l—]
=l

Podemos expandir la expresion:
k=1 _
Y kil =1.2242.23 4+ (k—2)2"+ (k—1)2°

i=1

de esta manera vemos que aparece una vez el término 242, dos veces el término 2¢3,
etc. Reordenando la expresion tenemos:

k—1
Y kil = (22 g2k 2k 21 420)

i=1

M4 250 4 B 12V

424421420 .+ 20

Sabiendo que:

k .
221—1 — 2/(—1 —1
i=1

las sub-expresiones anteriores suman respectivamente 21 — 1, 22 — [ etc.
Y por tanto, considerando, como hemos dicho antes, que n = 2* nos queda:

iizf*‘ =21 -+ 22 -1 +..02' -1)
=]

=2 2200 L 42— (k—1)
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=2 £ 32 241 =1)=(k—1)

=2k _1-1—-(k—-1)=2—k—1=n—logn—1
y la expresion n —logn — 1 € O(n)

Ordenacion basada en monticulos: Algoritmo Heapsort

El concepto de monticulo como estructura de datos fue desarrollado ad hoc como apoyo
a la creacién de un algoritmo de ordenacién eficiente. Con un monticulo disponemos
de una estructura de datos en la que encontrar el minimo (o el maximo) es una ope-
racion de coste constante. Una vez extraido el primer elemento, restaurar la propiedad
de monticulo tiene un coste O(logn). Sin pérdida de generalidad, asumimos que vamos
a usar monticulos de maximos. El funcionamiento del algoritmo es como sigue:

e Se convierte el vector en un monticulo.

e Se selecciona el maximo (la cima del monticulo) y se incorpora al vector solucién
S. El monticulo pierde un elemento y el vector S lo incorpora.

e Se restaura la propiedad del monticulo sobre los elementos que restan. Asi esta-
mos en condiciones de volver a seleccionar el maximo.

e Al finalizar el vector S contiene el vector de entrada ordenado de mayor a menor.

Es decir:

fun Heapsort(T:vector[1..n] de entero): vector[1..n] de entero
var
e:entero
:monticulo
S: vector|[1..n]
fvar
M < CreaMonticuloLineal(T);
para i < 1 hasta n hacer
e <+ ObtenerCima(M)
S[i] <+ e
fpara
dev S
ffun

El coste se basa en la creacion y restauracion de la propiedad de monticulo en cada
extraccion de la cima (primer elemento) del monticulo. La creacion es de coste lineal
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como hemos visto antes. En cada paso del bucle se extrae el primer elemento y se
restaura la propiedad de monticulo con un coste total O(logn). Como realizamos n
operaciones de coste O(logn), el algoritmo tiene un coste global O(nlogn).

2.2.3 Otros tipos de monticulos

El monticulo que describimos en este capitulo se denomina monticulo binario y como
hemos indicado se usa para la implementacién de colas de prioridad y que son de utilidad
en otros algoritmos, ademds hay otros tipos de monticulos, entre los que destacan los
siguientes:

Monticulo binomial

Un monticulo binomial es una coleccion de arboles binomiales que se definen de manera
recursiva:

e En el caso de un unico elemento, un arbol binomial M de orden O es un nodo.

e Un drbol binomial M; de orden k tiene una raiz de grado k y los hijos son raices
de arboles binomiales de orden k— 1, k—2, ..., O.

De esta manera, es posible construir un drbol binomial de orden & a partir de dos arboles
de orden k — 1 agregando uno de ellos como el hijo mds a la izquierda del otro. En
general, un arbol binomial de orden k contendra 2k nodos, y tendrd una altura k.

Los drboles de un monticulo binomial tienen las siguiente propiedades:

e [ os hijos son siempre menores (mayores) o iguales que el padre para un monticulo
de minimos (maximos).

e Para todo k > 0 existe al menos un arbol binomial en el monticulo con una raiz de

rado k. "
£ &

@ 33
@9

Figura 2.23: Un monticulo binomial compuesto por los subdrboles My, My y M

Cada subarbol del monticulo binomial cumple que:
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e Laraiz del subarbol tiene en la cima el elemento minimo (maximo).

e Puede haber solo 0 6 1 drbol binomial por cada orden, incluido el orden 0.

Como se ve en la figura 2.23, el monticulo binomial se implementa mediante una serie
de arboles binomiales que cumplen por separado la propiedad de monticulo. Un mon-
ticulo binomial con n elementos consiste en al menos logn + 1 drboles binomiales, cada
uno de ellos corresponde al digito de la representacion binaria de n. Por ejemplo, un
monticulo binomial de 13 elementos se compone de 3 drboles binomiales de ordenes 3,
2y0,alser 13;p = 1101,. Los monticulos binomiales mejoran la eficiencia frente a una
implementacién con monticulos basicos.

Monticulo de fibonacci

Un monticulo de fibonacci es una coleccion de drboles que al igual que los anteriores,
satisfacen cada uno de ellos la propiedad de monticulo. La estructura es mas flexible
que en el caso de los monticulos binomiales, ya que no restringe la existencia o no de
arboles o la profundidad de los niveles (puede haber un monticulo de fibonacci con todos
sus elementos en un solo drbol). Esta flexibilidad va a permitir realizar operaciones como
la mezcla de monticulos, que se realiza concatenando las dos listas de drboles de cada
monticulo.

Las condiciones para ser monticulo de fibonacci son que el nimero de hijos de cada
nodo (grado del nodo) se mantiene menor de logn, y el tamafio de los subdrboles con
raiz en un nodo de grado k es al menos Fj 2, siendo F; el k-€simo nimero de la serie de
Fibonacci.

@ ® (3) (9 23
) @ & © @ @
@ 39 D)

Figura 2.24: Un monticulo de fibonacci

La raiz de un monticulo de fibonacci es el menor elemento de primer nivel (el valor
3 en la figura 2.24). Para la implementacion de operaciones se utilizan listas circu-
lares por niveles. El primer nivel estd formado por las raices de los drboles (elementos
22,8,3,16,23) que forman la primera lista circular. El resto de las listas son las listas for-
madas por los hijos del mismo nivel de cada uno de los arboles (los elementos 17,43,39
del subarbol de raiz 3, elemento 25 de raiz 16, elementos 26,42 del subarbol de raiz 23
etc.
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A modo de referencia se detallan algunos costes de operaciones conocidas para ilustrar
la eficiencia de este tipo de estructuras.

Lista Monticulo | Monticulo | Monticulo
enlazada binomial de fibonacci
insertar o(1) O(logn) O(logn) o(1)
minimo (méaximo) | O(n) o(1) O(logn) o(1)
borrar O(n) O(logn) O(logn) O(logn)

El monticulo de fibonacci mejora la complejidad de algoritmos como el de Dijkstra y el
de hallar el arbol de recubrimiento minimo.

2.3 Tablas de dispersion (Hash)

Las tablas Hash o tablas de dispersion permiten el almacenamiento de datos pertenecientes
a un dominio potencialmente muy grande de registros, pero del que s6lo usamos y re-
ferenciamos un nimero reducido (figura 2.25). El uso de tablas Hash permite un ahorro
considerable de memoria y es eficiente, siempre que el nimero de registros del sub-
conjunto se mantenga dentro de lo previsto. Es decir, en lugar de organizar un fichero
mediante el almacenamiento por clave directa del dominio inicial, reducimos el espacio
de claves y ubicamos los registros necesarios para almacenar el subconjunto. Para lograr
la reduccion del espacio de claves se hace corresponder a cada clave directa, una clave
en el subconjunto de indices de la tabla Hash, mediante una funcion Hash. Considerando
lo anterior, entra dentro de lo previsible que dos 0 mds claves diferentes del dominio ini-
cial, proporcionen la misma clave en el indice de la tabla Hash, lo que se conoce como
colision.

hash

[ Ana | e
Ana

01 91898 6792
Pedro 02 91898 6923
03 91 898 4123
Maria I[* 23 91398 6000
\ 24 91398 6000

Figura 2.25: Una funcion Hash para una agenda
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Un ejemplo conocido de uso es el de los procesos de bisqueda indexada lineal, donde se
realiza una bisqueda ordinaria consistente en un recorrido y comparacién con las claves
del arreglo hasta encontrar el elemento buscado. En este tipo de bisqueda usamos ge-
neralmente como claves los indices del array o de los registros del fichero. Sin embargo
la bisqueda con estas condiciones no es frecuente, y tampoco lo es disponer de un rango
de claves del mismo tamaino que el del espacio de bisqueda.

Al contrario que en el procedimiento de bisqueda basado en arrays e indices naturales,
ahora una clave puede dar lugar a un rango de elementos asociados, y no a uno solo.
Mais formalmente podemos definir una tabla Hash como un conjunto formado por un
nimero de elementos variable y del mismo tipo, que se asocian a una unica palabra
clave para un grupo de posibles valores, mds una serie de procedimientos de acceso
basados en funciones Hash. La funcién Hash asocia claves a valores Hash, que a su vez
son usados como indices en la tabla Hash.

Se aprecian por tanto dos diferencias fundamentales frente a la biisqueda por clave di-
recta que son:

e El indice o clave permite encontrar o asociar (mapping) un rango de elementos.

e [a bisqueda no compara por valores clave directamente, sino que aplica una fun-
cién h(k) que nos da directamente la localizacion de la clave k en la estructura o
tabla Hash.

Ahora, en vez de navegar por la estructura comparando palabras clave con las claves en
los elementos, accedemos a los elementos de la tabla haciendo operaciones algoritmicas
que transforman las claves en direcciones de la tabla. Estas operaciones algoritmicas
son llevadas a cabo por la funciéon Hash. Las funciones Hash son por tanto funciones
que transforman claves (llamadas /laves) en direcciones que referencian (aunque no de
manera univoca) a un documento o registro en la tabla o estructura donde estan almace-
nados. Se da por hecho que la estructura no es referenciable directamente, es decir, que
el espacio de claves es mucho mayor que el de los registros posibles, y que a su vez éstos
no ocurren o existen en todos los casos.

Un ejemplo de tabla Hash es un fichero de datos de personas indexados por DNI. Si
tenemos una tabla Hash de 10° bloques para el almacenamiento y bisqueda de es-
tos datos, el conjunto de claves posibles es el dominio de DNIs que va del 00000000
hasta el 99999999, es decir [0 ... 10® — 1] y el conjunto de indices de la tabla Hash es
[0...10° —1].

2.3.1 Funciones Hash

Una funcién Hash asocia una clave con una posicion en la tabla Hash. La funcion Hash
es una aplicacion no necesariamente inyectiva entre el conjunto dominio de las claves X
y el conjunto dominio de direcciones D de la estructura de datos:
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H:X—D
x — h(x)
Las funciones /(x) deben tener las siguientes propiedades:

e Deben repartir equiprobablemente los valores, es decir, para una distribucién de
probabilidad determinada de valores de X, los valores /(x) en D deben mantener
dicha distribucién. En este sentido, la distribucién de salida no debe estar ligada a
ningtn patrén.

e Lafuncion debe poderse calcular de manera eficiente, de forma que en ningin caso
sea el cdlculo de A(x) lo que determine la complejidad del proceso de bisqueda.

e Cambios en la clave, aun siendo pequefios, deben resultar en cambios significa-
tivos en la funcion Hash.

Conceptualmente una funcién Hash es un pseudo-generador de nimeros aleatorios sobre
un rango determinado. Sus propiedades se analizan por tanto también desde el punto
de vista estadistico, estudiando el tipo de distribucion que realizan para determinados
valores de entrada, y como se comporta la salida ante variaciones de la entrada; por
ejemplo para variaciones pequefias de la entrada, una funcién Hash no debe en general
reproducir el patrén en la salida.

Hay bésicamente dos dimensiones sobre las que podemos evaluar funciones Hash:

Distribucion de datos: estudiamos de qué manera y mediante qué distribucion estadis-
tica se distribuyen los valores dentro del conjunto de datos. Esto implica analizar
también las distribuciones de probabilidad de las posibles colisiones.

Eficiencia: mide la eficiencia de calculo de la funcién Hash. Una funcién Hash debe
ser estable, rdpida y determinista y en general es aceptado que el valor medio de
complejidad debe ser constante, o a lo sumo de orden logaritmico.

Una de las primeras cuestiones que se plantean es la de como construir las funciones
apropiadas a cada tabla Hash. En general, construir funciones /(x) que cumplan con las
propiedades que buscamos no es trivial. La dificultad no es tanto la de evitar las colisio-
nes, como de repartir €stas adecuadamente. En cuanto a la frecuencia de las colisiones
podemos mencionar un ejemplo conocido como el de la paradoja del cumpleanos. Dada
una muestra de N personas, la probabilidad p de que entre ellas haya dos con la misma
fecha de nacimiento crece muy rapidamente para un N aparentemente pequefio hasta
pasar a ser p > 0.5 con tan solo N > 23. Esto significa que aplicando 23 claves a una
tabla con 365 valores, las probabilidades de colision en caso de que la funcién Hash sea
equiprobable son de 1/2.

En consecuencia, las aplicaciones h(k), tienen la particularidad de que podemos esperar
que h(k;) = h(k;) para bastantes pares distintos, con lo que el otro aspecto del problema
serd el de disefiar métodos de resolucion de colisiones cuando €stas se produzcan.
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Propiedades de las funciones Hash

Las funciones Hash son ttiles en la medida que proporcionan un mecanismo de direc-
cionamiento que cumple una serie de requisitos. Basicamente nos centraremos en estas
propiedades:

Sentido unico: las funciones Hash son funciones que en general no mantienen en el
resultado la semejanza entre dos entradas. Esto es especialmente util en el uso de
funciones Hash para el calculo de huellas criptograficas. La utilidad de la huella
digital de un documento es la de proporcionar un resumen de un tamafio fijo, de
manera que su tratamiento sea homogéneo sea cual sea el tamafio del documento
original. Sin entrar en detalles, esto permite por ejemplo firmar electrénicamente
solo la huella, y que baste con ello para asegurar la autoria del documento. Pero
solo garantizamos que es asi cuando desde el punto de vista matematico la proba-
bilidad de que dos entradas diferentes den como resultado la misma clave Hash es
nula. Por otro lado, la funcién Hash en aplicaciones criptograficas debe garantizar
que no es posible de ninguna manera reconstruir el documento original a partir de
la huella. No ocurre asi en otras aplicaciones de este tipo de funciones.

Colisiones: cualquier funcion Hash debe evitar las colisiones entre valores, pero por
definicion las colisiones son inevitables ya que el espacio de valores de salida es
mucho menor que el espacio de valores de la entrada. La manera de minimizar la
ocurrencia de colisiones es conseguir que la distribucion de valores de salida sea
uniforme con respecto a la distribucion de entrada.

Distribucion de datos: esta medida determina la bondad de la funcién Hash en dis-
tribuir uniformemente los valores de los elemento en el conjunto de los indices de
la tabla. El analisis de esta medida requiere conocer previamente el nimero de
colisiones que ocurren con el conjunto de datos de entrada.

Tipos de funciones Hash

No hay un tnico criterio a la hora de definir funciones Hash y éste varia segtin el dominio
de las claves (natural, entero, string, etc.) y la uniformidad del dominio destino. Es
necesario por tanto un andlisis del espacio de claves para asegurar la eleccion o creacién
de una funcion Hash adecuada a los propdsitos que se buscan.

Se enumeran a continuacion algunas de las funciones Hash mas usuales.

Funciéon Médulo: la funcion médulo calcula el resto de la division de la clave por un
valor M + 1, siendo M el numero de indices existentes en la tabla Hash.

h(k) —s (k MOD (M +1))
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La eleccién de M es bastante importante, ya que un valor poco apropiado puede
hacer no solo que se elimine la uniformidad, sino que haya valores que no se
obtienen nunca. En el caso de que el dominio de las claves no esté distribuido
uniformemente, se pueden producir situaciones no deseables en el resultado. Por
ejemplo en el caso de que en el dominio de las claves sean frecuentes valores
terminados en 0, una eleccién de M del tipo M = 10* es poco apropiada. En
general, si no conocemos la distribucién del conjunto de claves, conviene una
eleccion de M primo.

Podemos ilustrarlo con un ejemplo. Sea N = 63 el tamafio de la tabla definida
entre 1 y 63. Sean k; = 7259 y k» = 8708 dos claves que deban almacenarse en el
array. Si se aplica la formula con N = 63 queda:

h(ky) = 7259 mod 63 = 14
h(ky) = 8708 mod 63 = 14

En este caso, como h(ky) = h(ky) (y ki # k») se estd ante una colision. Si se aplica
la formula con N=64 no ocurre la colision, ya que se tiene:

h(ky) = 7259 mod 64 =27

h(ky) = 8708 mod 64 =4

En este método hay que tener en cuenta el dominio de claves que manejamos. Si
éste es no uniforme (por ejemplo palabras de un idioma), estamos expuestos a
consecuencias no deseadas, como la coincidencia de valores de la funcién Hash
para las palabras mds probables. Por ejemplo, en el caso de caracteres de 8 bits si
M = 2K para k = 24, las cadenas que tengan los 24 dltimos bits iguales, es decir
que compartan los 3 dltimos caracteres, se asignan a la misma direccion en la tabla
Hash, siendo alto el nimero de colisiones.

Funciéon Cuadrado: este método eleva al cuadrado el valor de la clave y elimina los ¢
bits centrales del resultado, dando un valor en el rango [0..2° — 1]. Por ejemplo,
consideremos registros cuya clave sean valores de 4 digitos numéricos en base 10,
y hacemos corresponder este espacio de claves con una tabla Hash de tamafio 100
de rango [0..99].

En este ejemplo, sea ¢ = 2. Si la clave es 5678 el cuadrado es el nimero de
8 digitos 32239684 y sus dos digitos centrales son 39. Todos los digitos de la
clave original han contribuido a obtener el valor de sus digitos centrales, lo que
garantiza que el resultado no estd influenciado por una parte de la clave original
(por ejemplo de sus digitos mas a la izquierda o mas a la derecha).
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Funcion plegado (compresion): Este método toma partes de la clave y opera sobre
ellas, por ejemplo realizando operaciones X OR por cada uno de los digitos. El
proceso puede ser muy rapido y aplicarse no solamente a valores numéricos, sino
también alfanuméricos, aunque puede tener consecuencias no deseadas, como por
ejemplo que una permutacion de los elementos dé lugar a colisiones.

Un ejemplo sencillo puede ser la operacion sobre claves alfanuméricas, realizando
la operacién X OR entre los caracteres

h(UNED)=U &NGE®D
= (01010101 6 01001110) & (01000101 & 01000100)
= 00011111 00000001

=00011110

Funcién multiplicaciéon: el método opera en dos pasos. En primer lugar se normaliza
el valor de entrada multiplicandolo por una cantidad ¢ € (0..1) y seguidamente
multiplicamos €ste valor por el numero M de entradas de la tabla, truncando la
parte fraccionaria (representado por mod1).

h(k) = | M (k¢ mod1)|

Algunos valores de ¢ funcionan mejor que otros. En concreto es apropiada la
cantidad ¢, = @ denominada razoén durea.

Por ejemplo supongamos ¢ = 0.618 y M = 1000, obteniendo

h(3) = [1000((0.618 x 3)mod1) | = | 1000((1.854)mod1)| = 854

Otros valores serian h(1) = 618, h(4) =472, h(5) = 90, etc.

2.3.2 Resolucion de colisiones

Al contrario que en el caso de la criptografia de clave publica, donde una funcién Hash
debe cumplir la propiedad de que dados dos documentos distintos d y d’, la probabilidad
de que h(d) = h(d') sea précticamente nula, en el caso de funciones Hash para la orde-
nacion, el caso de que dos claves colisionen es mds frecuente, aunque se trata de evitar
igualmente y se procura que la colision sea equiprobable. Igualmente, hay que tener en
cuenta qué hacer en caso de conflicto, lo que se conoce como resolucion de colisiones.
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En este caso se requiere almacenar los registros que comparten clave de manera que en
caso de colision, sean accesibles igualmente.
Hay dos métodos principales: hashing abierto y hashing cerrado. La eleccién de uno u
otro depende de factores como el factor de carga, que es un parametro que determina
cudntas posiciones de la tabla se han ocupado y la probabilidad de encontrar una entrada
vacia. El factor de carga se define como:
n

°= M
siendo M el tamafio de la tabla, y n el nimero de indices ocupados. El factor de carga
es por tanto un valor entre O (vacia) y 1 (llena) que mide la proporcién de la tabla Hash
ya ocupada. Normalmente es necesario extender la tabla con entradas cuando se ha
superado el factor 0.5. Si no es asi, lo que se realiza en caso de colision es un recorrido
de entradas vacias hasta encontrar una.

Hashing abierto

Utiliza estructuras dindmicas externas a la tabla para el almacenamiento de las claves que
han generado colisiones. Desde el punto de vista conceptual el método es valido, pero si
consideramos la eficiencia, el recorrido lineal en éstas estructuras no es en ocasiones tan
eficiente como se podria esperar de seguir en la misma estructura de datos.

Hashing cerrado

El hashing cerrado permite resolver la colision mediante la bisqueda en ubicaciones
alternativas en la misma tabla, hasta que encontramos un sitio libre en la misma. Se
debe determinar que hay un sitio libre en la tabla con la presencia de un valor que lo
determine, y si es asi, se ubica el valor en la posicién indicada por la funcién Hash.
En este tipo de direccionamiento, a medida que la tabla se llena, las probabilidades de
colisiéon aumentan significativamente.

Los métodos mas conocidos para implementar este tipo de resolucion de colisiones son:

Recorrido lineal: en general, a la direccion obtenida por la funcion Hash h(k) se le
afiade un incremento lineal que proporciona otra direccion en la tabla:

s(k,i) = (h(k)+ i) mod m

siendo m el tamano de la tabla.

Recorrido cuadratico: en el caso del recorrido lineal, la probabilidad de nuevas coli-
siones es bastante alta para determinados patrones de claves. Hay otro método
basado en una expresion cuadratica g(k) que permite mayor dispersion de las co-
lisiones por la tabla, al mismo tiempo que proporciona un recorrido completo por
la misma. Asi, si usamos:
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g(i) =i

la i-ésima colisién para un valor k viene dada por la secuencia h(k),h(k)+ci®, h(k) +
c2i%, ... es decir:

dir = (h(k) + ckg(k)) mod m

Las constantes pueden ser del tipo ¢y = 1 o diferentes. Enel casodeque m=4j+3
con j entero, entonces se cumple que la exploracién cuadratica es completa y ésta
recorre todos los bloques de la tabla.

Recorrido mediante doble Hashing: en el caso del doble Hashing, se utiliza una se-
gunda funcién Hash h'(x)" como funcién auxiliar. De esta manera tenemos:

dir = h(k) + ch' (k)

con ¢ constante.
Para que este método funcione, la funcién A’(x) debe cumplir determinadas condi-
ciones:

e /h'(x) # 0, ya que de lo contrario se producen colisiones.

e La funcién 4’ debe ser diferente de la funcién h.

e Los valores de //(x) deben ser primos relativos de M (es decir, que no com-
parten factores primos), para que los indices de la tabla se ocupen en su
totalidad. Si M es primo, cualquier funcién puede ser usada como A'.

Como ejemplo de doble Hashing y siendo M primo, podemos considerar en gene-
ral la funcion h(x) = K — (x mod K) siendo K un nimero primo menor que M.

El nimero medio de comprobaciones de busqueda depende del método de recorrido
utilizado y del factor de carga. La tabla siguiente define el coste de las comprobaciones:

TIPO EXITOSA | NO EXITOSA
Exploracién lineal | 5(1+ ﬁ) e ﬁ)
Doble Hashing - 1"(1878) s
Sondeo cuadratico — @ ﬁ

El desarrollo de funciones Hash no siempre es facil. En primer lugar por la dificultad de
crear una estructura de datos que se adapte a las necesidades, ya que los comportamientos
estan diferenciados segun la aplicacion que tengan, como por ejemplo en el caso de
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aplicaciones criptograficas o en el uso en estructuras de almacenamiento. En segundo
lugar por garantizar la eficiencia y la necesidad de asegurar la distribucion uniforme de
los valores de salida de acuerdo con propiedades estadisticas de los valores de entrada.
En algunos casos, este coste de eficiencia puede dar lugar a que se usen estructuras de
tipo arbol binario en lugar de tablas Hash.

Ejercicios propuestos

. Dado un grafo comprobad si tiene ciclos o no. También se denomina prueba de

aciclicidad.

Escribe un algoritmo que realice una ordenacion topoldgica de un gda, pero de
manera que s6lo se visite un vértice cuando se han visitado todos sus predecesores.

. Demuestra que si AR es un drbol de recubrimiento para un grafo no dirigido G,

entonces el afiadir una arista a a AR tal que antes no formaba parte del conjunto de
aristas de AR y si formaba parte del conjunto de aristas de G, crea un unico ciclo.

. Demuestra que todo grafo no dirigido conexo contiene un nodo que al eliminarlo

el grafo sigue siendo conexo. Disefia un algoritmo que encuentre dicho nodo con
un coste de orden similar al de los recorridos de un grafo.

. ¢Cuadl es la conectividad médxima de un grafo de n nodos?
. (Cuadntas aristas debe tener un grafo como minimo para ser biconexo?
. (Cudntas aristas debe tener un grafo como minimo para ser biconexo?

. Implementar la funcién Flotar de manera recursiva.

implementar la funcién Hundir de manera recursiva.

Considere un monticulo de enteros implementado como un array 7 y un contador
c¢. Escribir un método que compruebe que el monticulo estd organizado correcta-
mente y halla el coste.

Dado el vector m = [10,12,1,14,6,5,8,15,34,1,9,4,23,14,51,6,8,3,5] realizar
la traza completa, sefialando los intercambios en el vector y el nivel al que se
producen. Evaluar el coste de realizar la creacion del monticulo con las funciones
CreaMonticulo() y CreaMonticuloLineal().

. Dado el siguiente algoritmo:

fun montificar(T:vector[1..N],i)
si (2xi+ 1 < N/2) entonces montificar(2*i+1) fsi
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si (2xi < N/2) entonces montificar(2*i) fsi
hundir(i)
ffun

Explicar el resultado del algoritmo para la llamada montificar(T,N/2) y calcular el
coste del mismo.

Explica como se halla el elemento minimo en un monticulo de maximos. Calcula
el coste de dicha operacion.

En un monticulo de maximos no es necesario recorrer todo el monticulo para
calcular el elemento méaximo. ¢Es cierta la afirmacion? En caso afirmativo indique
la complejidad de la operacion.

A la hora de implementar el método de construccién de un monticulo se obtiene
una complejidad O(nlog2n). ;Es mejorable? ;Como?

Dada la entrada 4371, 1323, 6173, 4199, 4344, 9679, 1989 y una funcion Hash(x)=x
mod 10, dar la correspondiente:

(a) tabla Hash por recorrido lineal.
(b) tabla Hash por recorrido cuadratico.
(c) tabla Hash con doble hashing usando la funcién h2(x) =7 — (x mod 7).

Tenemos un diccionario de 30.000 palabras que queremos guardar en una tabla
Hash con hashing cerrado. Suponiendo que el tamafio medio de una palabra es
siete letras y que podemos guardar palabras de m letras en m + 1 bytes, cuanta
memoria necesitamos?

Empleamos una tabla Hash con exploracion cuadratica para almacenar 10.000
objetos de tipo cadena. Supongamos que el factor de carga es 6 = 0.4, que la
longitud minima de las cadenas es 8, que cada caricter ocupa 2 bytes y que una
referencia ocupa 4 bytes. Determinar:

e El tamano de la tabla Hash.

e Lacantidad de memoria empleada para almacenar los 10.000 objetos de tipo
cadena.
e La cantidad de memoria adicional empleada por la tabla Hash.

e [.a memoria total que necesita la tabla Hash.

Se tiene una tabla de tamafio 13 donde se desean insertar los elementos 54, 99,
83, 33, 139, 126, 143, 91, 173 y 41. Se utilizard un doble hashing con funciones
h(x) =xmod 13 y A'(x) = 1+ (xmod 11). Se pide describir los pasos para la
insercion de estos elementos.
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20. Se tiene una tabla de tamafio M = 2* y por tanto M no es primo. ;{Cémo definir
una funcién Hash secundaria valida?

21. Sea T una tabla de Hash de tamaiio 10y sea h(k) =4+ 3k mod 10. Se quieren in-
sertar en T los elementos con claves 1,11,5,15,55,6,26,90,50,20 en ese mismo
orden usando 4. Se pide: (a) Determinar el resultado de insertar las claves en T
si las colisiones se resuelven por recorrido lineal. (b) Determinar el resultado de
insertar las claves en 7 si las colisiones se resuelven por recorrido cuadrético.

2.5 Notas bibliograficas

Dos referencias cldsicas para estudiar las estructuras de datos y en particular los grafos
son [AHU98] y [HS94]. Aunque en este tltimo los algoritmos estdn escritos en Pascal,
dadas las caracteristicas de este lenguaje se entienden sin ningtn problema. En [BB06]
también se estudian los grafos, al igual que en [GMCLMPGCO03] y [MOOMVO03]. En
[MOOMVO3] se puede encontrar la especificacién del TAD grafo, la implementacion
de las operaciones bésicas y varios ejercicios resueltos. En todas las demas referencias
se encuentran numerosos ejercicios propuestos. Un estudio mas profundo de la teoria
de grafos se puede encontrar en [ST81] y [Chr75]. En las referencias anteriores y en
[GMCLMPGCO03] se pueden encontrar las soluciones de la mayoria de los ejercicios
propuestos sobre grafos.

El monticulo fue desarrollado en [Wil64] y [Flo67] para la implementacién de la primera
version de su algoritmo de ordenacién Heapsort. La estructura de datos como tal, fue de
hecho disefiada ad hoc para dicho algoritmo y usada posteriormente para el desarrollo de
colas de prioridad en otros algoritmos conocidos. Los monticulos de fibonacci aparecen
por primera vez en [FT87]. El desarrollo de las tablas Hash estd descrito en [Knu73].



Capitulo 3

Algoritmos voraces

Este capitulo abre el estudio de los esquemas algoritmicos. Los esquemas algoritmicos
son familias generales de algoritmos que comparten el mismo enfoque de resolucion, y
que permiten resolver problemas concretos mediante la instanciacién de los elementos
del esquema al problema.

El principal objetivo de este capitulo es presentar el esquema voraz y los tipos de proble-
mas mas representativos que es capaz de resolver. Tras la lectura de este capitulo, el lec-
tor deberia ser capaz de identificar si un problema concreto se puede resolver utilizando
este esquema, de instanciar los elementos del esquema a las caracteristicas especificas
del problema, razonar sobre el coste computacional y demostrar la optimalidad de la
solucién propuesta.

Se recomienda al lector una lectura secuencial del capitulo. Cuando vaya a abordar
los problemas resueltos, que corresponden a los problemas mas representativos de este
esquema, se propone al lector que intente identificar los elementos caracteristicos del
esquema antes de consultar la solucion. También se recomienda realizar la traza del al-
goritmo propuesto, asi como una lectura detenida de las demostraciones de optimalidad.
Finalmente, el lector puede intentar resolver los problemas propuestos cuya solucion se
encuentra en diferentes fuentes bibliograficas a las que se hace referencia al final del
capitulo.

3.1 Planteamiento general

El esquema voraz (greedy algorithms) se aplica a problemas de optimizacién en los que
la solucion se puede construir paso a paso sin necesidad de reconsiderar decisiones ya
tomadas. Genéricamente el problema que se puede resolver con este tipo de esquema
es: encontrar un conjunto de candidatos que constituya una solucion y que optimice una
funcion objetivo. Este esquema se utiliza principalmente en problemas de planificacion
de tareas y en problemas que se pueden modelar con grafos, en los que hay que realizar
una busqueda, cdlculo de recorridos u optimizacioén de pesos, entre otras tareas.

57
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Los problemas que se pueden resolver con este esquema constan de n candidatos y se
trata de encontrar una solucién basada en hallar un subconjunto de esos candidatos, o una
secuencia ordenada de los mismos, de manera que se optimice (maximice o minimice)
una funcién objetivo. En este esquema se trabaja por etapas, considerando la eleccién
de un candidato en cada etapa. Habra que seleccionar en cada una el candidato mads
prometedor de los atin disponibles y decidir si se incluye o no en la solucién.

Las caracteristicas y elementos que pueden intervenir en este esquema son los siguientes:

e Resolucién de un problema de forma 6ptima.

e Conjunto inicial de candidatos (elementos que hay que planificar, vértices o aris-
tas de un grafo, ...).

e Conjunto de candidatos que ya han sido considerados y seleccionados. Inicial-
mente este conjunto esta vacio.

e Conjunto de candidatos que ya han sido considerados y han sido rechazados, de
manera que ya no volveran a ser considerados.

e Funcion que determina si un conjunto de candidatos es una solucién al problema.

e Funcion factible, que determina si un conjunto es completable o factible; es decir,
si afiadiendo nuevos candidatos se puede alcanzar una solucién que cumple las
restricciones del problema.

e Funcion de seleccion que escoge al candidato mas prometedor de los que todavia
no se han considerado.

e Funcion objetivo, representa el coste o valor de una solucién (tiempo de proceso,
longitud del camino, ...) y es la que se quiere optimizar (maximizar o minimizar).
Esta funcién no tiene porqué aparecer explicitamente en el algoritmo.

El esquema genérico de los algoritmos voraces es el siguiente:

fun Voraz(c: conjuntoCandidatos): conjuntoCandidatos
sol < 0
mientras ¢ # 0 A\ — solucion(sol) hacer
X < seleccionar(c)
c <+ c\{x}
si factible(sol U {x}) entonces
sol « sol U {x}
fsi
fmientras
si solucion(sol) entonces devolver sol
sino imprimir(’no hay solucién’)
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fsi
ffun

En el esquema general aparecen los conjuntos y funciones antes mencionados:
e c es el conjunto de candidatos.
e 5ol es el conjunto de candidatos seleccionados.
e solucion() es la funcion solucion.
e seleccionar() es la funcion de seleccion.
e factible() es la funcion factible.

Estos conjuntos y funciones habrd que particularizarlos para cada problema concreto.
La descripcion del algoritmo por pasos es la siguiente:

1. El conjunto inicial de candidatos ya escogidos estd vacio.
2. La funcién de seleccién elige el mejor candidato de los atin no escogidos.

3. Si el conjunto resultante no es completable o factible, se rechaza el candidato y no
se vuelve a considerar.

4. Si el conjunto resultante es completable, se incorpora el candidato al conjunto de
candidatos escogidos.

5. Se comprueba si el conjunto resultante es una solucién al problema y si quedan
mds candidatos.

6. En el caso de que no sea una solucién y queden més candidatos que examinar se
vuelve al paso 2.

Si nos fijamos en el esquema, vemos que como mucho se examina una vez cada can-
didato y se decide si se selecciona o se rechaza. La funcién de seleccion intentard selec-
cionar al mejor de los candidatos restantes, y por lo tanto estd relacionada con la funcién
objetivo. Por ejemplo, si se trata de minimizar el coste, la funcién de seleccion escogera
al candidato mas barato de los restantes. Si el algoritmo es correcto, la primera solucién
encontrada es 6ptima.

La principal caracteristica que distingue al esquema voraz de otros esquemas es que
nunca deshace una decisién ya tomada. Cuando se incorpora un candidato a la solucién
permanece hasta el final, y cuando se rechaza un candidato no se vuelve a tener en
cuenta.

En general, los algoritmos voraces pueden parecer sencillos y, al no reconsiderar de-
cisiones, suelen resultar eficientes. Sin embargo, llevan asociada una demostracion de
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optimalidad, es decir, una demostracion de que efectivamente la funcién de seleccién
utilizada lleva a una solucién 6ptima que, en ocasiones, es compleja.

Para ilustrar este esquema vamos a utilizar uno de los problemas mas conocidos que en
una de sus modalidades se pueden resolver con un algoritmo voraz: la devolucién de
cambio de monedas.

Supongamos que disponemos de un conjunto finito de tipos de moneda T = {m®,m!,
m?,...,m"}, es decir n tipos de moneda, que m > 1y que n > 0, por lo que los valores
de las monedas son potencias consecutivas de m. El problema consiste en pagar una
cantidad C > 0 utilizando un nimero minimo de monedas y suponiendo que la disponi-
bilidad de cada tipo de moneda es ilimitada. Probablemente la estrategia voraz que
primero se nos ocurre es seleccionar los tipos de moneda de mayor a menor, cogiendo
tantas unidades como sea posible de cada tipo hasta llegar a C. Efectivamente, en este
caso, esta estrategia voraz nos llevaria a obtener una solucién 6ptima. El algoritmo que
resuelve este problema es el siguiente:

tipo VectorNat = matriz[1..n] de natural
fun MonedasCambio(T: VectorNat, C: natural): VectorNat
var
solucion: VectorNat
fvar
para i < 1 hasta n hacer
solucion[i] <+ 0
fpara
canRestante <— C
in
mientras canRestante # 0 A i > | hacer
solucion[i] <— canRestante div T[i]
canRestante <— canRestante mod T[i]
1—i-1
fmientras
dev solucion|[]
ffun

El array 7'[] almacena los n tipos de moneda {m",m', m? ... m"} y el array solucion||
almacena en la posicion i-ésima la cantidad de monedas del tipo i necesarias para de-
volver el cambio.

Supongamos que disponemos de los tipos de moneda 7' = {1,2,4,8} que satisfacen las
restricciones descritas anteriormente y que queremos pagar la cantidad 61. El algoritmo
primero seleccionaria la moneda mayor, el 8. Al dividir 61 entre 8 da el entero 7 y
queda como cantidad restante 5. Seleccionaria el siguiente tipo de moneda mayor, el 4.
Al dividir 5 entre 4 da el entero 1 y queda como cantidad restante 1. A continuacién
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se seleccionaria el siguiente tipo de moneda mayor, el 2, y al dividir 1 entre 2 da el
entero 0 y queda como cantidad restante 1. Finalmente se seleccionaria el dltimo tipo
de moneda, el 1 y al dividir 1 entre 1 da el entero 1 y queda como cantidad restante 0.
Ambas condiciones de salida del bucle serian falsas por lo que el algoritmo terminaria,
quedando como resultado: 7 monedas de 8, 1 moneda de 4 y 1 moneda de 1.

Podemos identificar los elementos del esquema voraz en este algoritmo:

e Resolucion de un problema de forma 6ptima: descomponer una cantidad en un
nimero minimo de monedas.

e Conjunto inicial de candidatos: los distintos tipos de moneda.

e Conjunto de candidatos seleccionados y conjunto de candidatos rechazados: es-
tdn representados en el array solucion[] desde las posiciones n-ésima a la i-€sima.
Los candidatos seleccionados tendran en su posicion del array un valor mayor que
0, y los rechazados tendrdn un valor igual a 0.

e Las funciones solucion y factible estin implicitas en las condiciones de fina-
lizacién del bucle.

e La funcion de seleccion se traduce en la seleccién de los elementos del array 7'[]
segtn el orden: n,n —1,n—2,... 1.

e La funcion objetivo no aparece explicitamente en el algoritmo.

La demostracion de optimalidad se apoya en la siguiente propiedad general de los nimeros
naturales: si m es un nimero natural mayor que 1, todo nimero natural ¢ puede expre-
sarse de forma tnica como:
— 0 1 2 n
c=vom +vim +vom-+---+v,m 3.1)

siendo 0 < v; < m para todo 0 < i < ny siendo n el menor natural tal que ¢ < m'tl
Como el algoritmo lo que hace es calcular los v; asociados a los m;, es decir, el nimero
de monedas de cada tipo en que se descompone la cantidad ¢, hay que demostrar que la
descomposicién que se obtiene con los v; es Optima. Esto supone que si:

¢ = som® + sym' + som? + oo+ spmP

es una descomposicion distinta de la misma cantidad ¢, entonces:

n 4
Z v < z S;
i=0 i=0

La demostracion se hara para el caso mas sencillo m = 2 ya que el caso general es similar.
Sea la descomposicion obtenida por el algoritmo voraz la siguiente:

c=vo2’ +vi2' + 22+ 41,2 = vo+ 2v1 +22vp + - -+ 2", (3.2)
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tenemos que ¢ < 2! y que 0 < v; < 2 por lo que los coeficientes v; tendran el valor 0 o
1. Si la siguiente descomposicion es distinta:

c:so+2s1+22sz+---+2”s,,

como tenemos que ¢ < 2""!, implica que p < n (porque si p > n entonces se darfa que
m? > c). Con el fin de tener n términos en cada descomposicion se definen s, | = 5,12 =
-+ =g, = 0. Se trata entonces de demostrar que:

votvi+vat--tv, <so+si+s2+-+ sy

Como ambas descomposiciones son distintas, sea k el primer indice tal que vy # sx.
Supongamos sin pérdida de generalidad que k = 0 (en caso de que k # 0 se podrian
eliminar de la desigualdad los términos iguales y dividir por la potencia de 2 correspon-
diente), como vy # sp veamos cOmo es vy con respecto a s.

e Si ¢ es par, entonces vo = 0. Como sg > 0y vy # sp entonces vy < Sg.

e Si c es impar, entonces vo = 1 y por lo tanto sp > 1. Como también sabemos que
Vo # S0, entonces sp > 1 y en este caso también vy < sp.

Por lo anterior, so —vo > 0. Ademds, esta cantidad debe ser par ya que siendo m = 2
la cantidad ¢ —vq es par por la expresion 3.2. Al ser par, siempre se podrd mejorar la
descomposicién (sp, sy, .. .,s,) cambiando sp — vy monedas de 1 unidad por (so —vp)/2
monedas de 2 unidades, obteniendo asi:

S0 — Vo

So+S1+82+ -+ 8z >vo+ (514 )+ s24 -+ sp 3.3)

Utilizando el razonamiento anterior se ha obtenido una nueva descomposicién mejor y
manteniendo:

S0 —

2
Si aplicamos sucesivamente el razonamiento anterior a la nueva descomposicién se
puede ir viendo que s; > v; para todo 0 < i < n— 1y asi ir obteniendo nuevas descom-
posiciones, cada una mejor que la anterior, hasta llegar en el dltimo paso a la siguiente
descomposicion:

v
vo+ (s1+ D30 5992 s v 5,2 = 0= Wy b W D frer s 9 2

Sp—1 — ACUNL,_ |
2

en la que se han ido acumulando las diferencias en el dltimo término y que ademads
verifica que:

vo+vi2+ 22+ v 27 (s, + 2 =g (3.4)

§; —acum;

V0+V1+...+V,'+(S,'+1+ D

)+ sp>vo+vi+ 4, 0<i<n-—1
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Si se verifica 3.4 por la unicidad de la descomposicién a la que hacia referencia la
propiedad 3.1 se ha de cumplir que:
Sp—1 — acumy_|

wh———g %

que junto a las desigualdades 3.3 hace que quede demostrada la afirmacién. El razo-
namiento es igual para m > 2.

Este algoritmo no siempre obtiene el nimero minimo de monedas cuando no se cumplen
las restricciones del enunciado. Por ejemplo, si tuviéramos s6lo monedas de valores 1,
15 y 25 y quisiéramos calcular el mejor cambio para la cantidad 35, este algoritmo nos
indicarfa: una moneda de 25 y diez de 1, en total 11 monedas. Mientras que la solucién
Optima seria tres monedas de 10 y cinco de 1, que hacen un total de 8 monedas. Si el
sistema monetario no dispone de monedas de 1, es posible que no se pueda realizar el
cambio con este algoritmo. Por ejemplo con monedas de valores 4, 10 y 25 no se podria
cambiar la cantidad 41.

En cuanto al coste del algoritmo MonedasCambio, los dos bucles consecutivos se ejecu-
tan tantas veces como el nimero de tipos de moneda, m, y ambos contienen instrucciones
de coste constante, por lo que el coste global estd en O(m).

3.1.1 Algoritmos voraces como procedimientos heuristicos

En la bibliografia, algunos autores, como por ejemplo [AHU98], también denominan
voraces a algoritmos que aunque no obtienen una solucién 6ptima, utilizan una estrate-
gia voraz y pueden obtener una solucién cercana a la 6ptima en la mayoria de los casos.
Estas soluciones se denominan soluciones subdptimas. Esto puede ser util a la hora de
tratar problemas cuya tnica forma de llegar a una solucién 6ptima sea sumamente cos-
tosa, y el hecho de encontrar una solucién buena a un coste razonable es la tinica opcién
aplicable. Nosotros en este capitulo nos centraremos s6lo en los algoritmos voraces que
obtienen soluciones éptimas.

3.2 Algoritmos voraces con grafos

Hay dos problemas de grafos muy conocidos que se solucionan con algoritmos voraces:
hallar un arbol de recubrimiento de distancia o coste minimo y calcular el camino de
coste minimo entre un nodo y los demads.

En el apartado 2.1.5 del capitulo 2 se ha visto lo que es un drbol de recubrimiento aso-
ciado a un grafo. Un drbol de recubrimiento minimo o de coste minimo es aquel cuya
suma de los pesos de sus aristas es la minima posible. Sea G = (N,A) un grafo conexo
y no dirigido cuyas aristas tienen asignados pesos no negativos. Encontrar un arbol de
recubrimiento minimo consiste en seleccionar un subconjunto AR de las aristas de G, tal
que si utilizamos s6lo dicho subconjunto de aristas todos los nodos estdn conectados y
la suma de los pesos de dichas aristas es minima.
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Tal y como se veia en el apartado 2.1.5, si el grafo es conexo se le puede asociar al menos
un arbol de recubrimiento. Si el grafo tiene algunas aristas de igual peso, puede darse el
caso de que haya varias soluciones con igual peso, pero con distintas aristas. Si el grafo
tiene algunas aristas de longitud O también podrd haber mas de una solucién con igual
peso, pero distinto nimero de aristas. En este caso se trataria de seleccionar la solucién
con menor nimero de aristas. Nétese que un grafo conexo con n nodos debe tener al
menos n — | aristas, por lo que un drbol de recubrimiento de coste minimo debera tener
n — 1 aristas. Este problema se suele aplicar para asegurar la conectividad en redes de
servidores, de ciudades, etc. Por ejemplo, se puede aplicar para garantizar la conexion
entre una serie de ciudades de forma que el coste de la misma sea minimo.

El problema de calcular el camino de coste minimo entre un nodo y los demads se formula
de la siguiente manera: sea G = (N,A) un grafo dirigido, con pesos mayores o iguales
que cero en sus aristas, en el que todos sus nodos son accesibles desde uno concreto
considerado como origen. El problema consiste en determinar la longitud del camino
minimo que va desde el nodo origen a cada uno de los demds nodos del grafo. En cuanto
a su aplicacion, los nodos del grafo pueden representar ciudades y las aristas las carre-
teras que las unen junto con sus distancias, de tal manera que permitiria calcular la ruta
mas corta entre una ciudad y las demds o entre dos ciudades, si se detiene el algoritmo
una vez que el nodo destino ha sido examinado. Este problema también permite modelar
tareas en enrutamiento de redes.

En los apartados siguientes estudiaremos los algoritmos mds conocidos para solucionar
estos dos problemas.

3.2.1 Arboles de recubrimiento minimo: algoritmo de Prim

Este algoritmo fue propuesto por primera vez en 1930 por el matematico checo Vojtech
Jarnik, posteriormente y de forma independiente fue propuesto en 1957 por Robert C.
Prim, siendo redescubierto por Edsger Dijkstra in 1959. El conocido como algoritmo de
Prim selecciona arbitrariamente un nodo del grafo como raiz del drbol AR. En cada paso
se anade al drbol una arista de coste minimo (u,v) tal que ARU {(u,v)} sea también un
arbol. El algoritmo continda hasta que AR contiene n — 1 aristas. Notese que la arista
(u,v) que se selecciona en cada paso es tal que o bien u o v estd en AR.

Para la descripcion de alto nivel del algoritmo de Prim se van a utilizar dos conjun-
tos: un conjunto con los nodos seleccionados NA y el conjunto de aristas del arbol de
recubrimiento minimo AR.

fun Prim (G = (N,A): grafo): conjunto de aristas
AR+ 0
NA < {un nodo cualquiera de N}
mientras NA # N hacer
Buscar {u,v} de coste minimo tal que u € NA y v € N\NA
AR < AR U {(u,v)}
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NA < NA U {v}
fmientras
dev AR
ffun

Veamos si la funcién de seleccion del algoritmo de Prim conduce a una solucién 6ptima.

Demostracion de optimalidad

La demostracion de optimalidad se realiza por induccién y utiliza el concepto de con-
Jjunto prometedor. Un conjunto de aristas factible, es decir, que no contiene ningtn ciclo,
es un conjunto prometedor si se puede extender para producir una solucién 6ptima. El
conjunto vacio es prometedor, ya que al ser G conexo siempre existe una solucién 6p-
tima. Ademds, si un conjunto prometedor es ya una solucién, y por lo tanto no requiere
extension, esa solucién debe ser 6ptima. Se dice que una arista sale de un conjunto de
nodos si esa arista tiene s6lo un extremo en dicho conjunto. Esto supone que si una arista

no tiene ninguno de sus extremos en un conjunto de nodos o bien tiene ambos, no sale
de €L

Lema 3.2.1 Sea G = (N,A) un grafo conexo, no dirigido, con pesos mayores o iguales
que cero en sus aristas. Sea NA C N un subconjunto estricto de los nodos de G. Sea
AR C A un conjunto prometedor de aristas tal que no haya ninguna arista de AR que
sale de algiin nodo de NA. Sea (u,v) la arista de peso menor que salga de NA (o una
de las de peso menor si hay mds de una con igual peso), entonces ARU {(u,v)} es un
conjunto prometedor.

Veamos la demostracion de este lema. Sea ARM un drbol de recubrimiento minimo de
G tal que AR C ARM. Noétese que ARM tiene que existir ya que AR es prometedor por
hipétesis. Si la arista (u,v) € ARM no hay nada que demostrar. Si no, al afiadir (u,v)
a ARM se crea un ciclo. En este ciclo, como (u,v) sale de NA existe necesariamente al
menos otra arista (x,y) que también sale de NA o el ciclo no se cerraria. Si eliminamos
(x,y) el ciclo desaparece y obtenemos un nuevo drbol ARM’ de G. Como la longitud
de (u,v), por definicién, no es mayor que la longitud de (x,y), la longitud total de las
aristas de ARM' no sobrepasa la longitud total de las aristas de ARM. Por lo tanto, ARM’
es también un drbol de recubrimiento minimo de G y contiene a (u,v). Como la arista
que se ha eliminado sale de NA, no podria haber sido una arista de AR y se cumple que
AR C ARM'.

La demostracién de optimalidad que garantiza que el algoritmo de Prim halla un arbol
de recubrimiento minimo se realiza por induccién y parte del lema anterior:

Base: el conjunto vacio es prometedor.

Paso inductivo: suponemos que AR es un conjunto de aristas prometedor antes de que
el algoritmo anada una nueva arista (u,v); NA es un subconjunto estricto de N
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ya que el algoritmo termina una vez que NA = N; la arista (u,v) es una de las de
menor peso de las que salen de NA. Entonces podemos utilizar el lema 3.2.1 ya que
se cumplen sus condiciones y por lo tanto ARU {(u,v)} también es prometedor.

Como AR es prometedor en todos los pasos del algoritmo, cuando el algoritmo se de-
tenga AR contendré una solucién éptima.

Descripcion detallada del algoritmo de Prim

Para una descripcion mds detallada del algoritmo es necesario concretar las estructuras
de datos que permiten acceder a las aristas de coste minimo no incluidas en el arbol
de recubrimiento, y que permitirdn conectar algin nodo del arbol con otro que atin no
estd en el arbol. Supongamos que los nodos estdn numerados de 1 a n, por lo que
N ={1,2,...,n}, y que el nodo 1 es el que consideramos la raiz del arbol. Para todo
nodo i € N\NA, sea el array nodoMinimoli] el que indica el nodo de NA mds préximo
o con menos coste al i-€simo, y sea costeMinimoli| el coste desde el nodo i a dicho
nodo. Cuando un nodo esté en NA su valor de costeMinimoli] tendra un valor fuera del
rango de los costes, por ejemplo -1, lo que indicard que ya estd en NA. El elemento
nodoMinimo[1] no se utiliza en el algoritmo. El conjunto de nodos ya incluidos en el
arbol, NA, tampoco se utiliza.

tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
tipo VectorEnt = matriz[0..n] de entero
fun PrimDetallado (G = (N,A): grafo): conjunto de aristas
var
nodoMinimo: VectorNat
costeMinimo: VectorEnt
AR: conjunto de aristas
fvar
AR + 0
costeMinimo[1] < -1
para i < 2 hasta n hacer
nodoMinimo[i] < 1
costeMinimo[i] « Distancia(1,i)
fpara
para i < 1 hasta n-1 hacer
min ¢— oo
para j < 2 hasta n hacer
si 0 < costeMinimo[j] A costeMinimo[j] < min entonces
min ¢— costeMinimolj]
nodo <« j
fsi
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fpara
AR « AR U {(nodoMinimo[nodo|,nodo)}
costeMinimo[nodo] « -1
para j < 2 hasta n hacer
si Distancia(j,nodo) < costeMinimo[j] A costeMinimo[j] # -1 entonces
costeMinimo[j] <— Distancia(j,nodo)
nodoMinimo[j] < nodo
fsi
fpara
fpara
dev AR
ffun

La funcién Distancia() devolvera la distancia o coste entre los dos nodos que son sus ar-
gumentos. Si existe una arista entre dichos nodos devolvera la etiqueta o peso asociado.
En el caso de que no exista una arista devolvera un valor representativo o suficientemente
grande, por ejemplo eo.

Veamos como se comporta el algoritmo con el grafo de la figura 3.1 cuando se toma
como nodo raiz el nodo 1. Para ello vamos a hacer la traza de la descripcién mds deta-
llada del algoritmo de Prim:

Figura 3.1: Grafo conexo no dirigido con pesos
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Paso | nodoMinimol] costeMinimo min | nodo AR
Inicio | _ 111111 -1 10 00 00 6 o0 0

i=1 oo

j=2..n -1 10 00 00 -] o0 o0 10,6 2,5 | ARU({l1,5}
j=2.m| _111155 -1 100 -191

i=2 oo

j=2..n -1100e-19-1 | 109,1 | 2,6,7 | ARU{5,7}
j=2.m| _111175 -1 1000 -18-1

i=3 oo

j=2..n -1 100 -1 -1-1 10,8 2,6 | ARU{7,6}
j=2.mn| _116175 -110003-1-1-1

i=4 )

j=2..n -110e0-1-1-1-1| 10,3 24 | ARU {6,4}
j=2.n| _446175 -124-1-1-1-1

i=5 oo

j=2..n -1-14-1-1-1-1 2 2 AR U {4,2}
j=2.n| _446175 -1-14-1-1-1-1

i=6 oo

j=2..n -1-1-1-1-1-1-1 4 3 AR U {4,3}
j=2.n| _446175 |-1-1-1-1-1-1-1

Tras la ejecucion del algoritmo, el drbol de recubrimiento minimo resultante es el que
se muestra en la figura 3.2. Las aristas con lineas continuas pertenecen al drbol AR,
mientras que las lineas discontinuas representan las aristas de A\AR.

Figura 3.2: Arbol de recubrimiento minimo

Coste

El bucle principal se ejecuta n — 1 veces y dentro de este bucle hay una secuencia de
dos bucles que se ejecutan n — 2 veces, por lo que el coste estd en O(n?). Si el grafo se
implementa mediante una matriz de adyacencia el coste estd en O(n?) ya que es indepen-
diente del nimero de aristas. Si el grafo se implementa mediante listas de adyacencia
y se utiliza un monticulo para representar los candidatos pendientes, el coste estd en
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O(nlogn+ alogn) = O(alogn), siendo a el nimero de aristas, ya que al ser el grafo
conexo n— 1 < a < n?. Esto se debe a que la inicializacién del monticulo estd en O(n)
(ver apartado del tema monticulos) y eliminar la raiz del monticulo esta en O(logn). El
uso de la lista de adyacencia en combinacion con el monticulo es mds apropiado sélo si
el grafo es disperso (nimero de aristas cercano a n), ya que si el grafo es denso (nimero
de aristas cercano a n?) el coste pasa a ser O(n”logn) que es peor que O(n?).

3.2.2 Arboles de recubrimiento minimo: algoritmo de Kruskal

Este algoritmo fue propuesto por Joseph Kruskal en 1956. Partiendo del conjunto AR
(conjunto de aristas del arbol de recubrimiento minimo) vacio, en cada paso selecciona
la arista mds corta o con menos peso que todavia no haya sido afiadida a AR o rechazada.
Inicialmente, AR estd vacio y cada nodo de G forma una componente conexa. En los
pasos intermedios, el grafo parcial formado por los nodos de G y las aristas de AR consta
de varias componentes conexas. Al final del algoritmo sélo queda una componente
conexa, que es el drbol de recubrimiento minimo de G.

Cuando en cada paso se selecciona la arista mds corta que todavia no ha sido evaluada,
se determina si une dos nodos pertenecientes a dos componentes conexas distintas. En
caso afirmativo la arista se aflade a AR, por lo que las dos componentes conexas ahora
forman una. En caso contrario, esa arista se rechaza ya que forma un ciclo al unir dos
nodos de la misma componente conexa.

Para la descripcion de alto nivel del algoritmo de Kruskal se van a utilizar tantos con-
juntos como componentes conexas haya, cuyo niimero inicialmente es igual al nimero
de nodos. Hay dos operaciones relevantes que son buscarComponenteConexa(x) y
fusionar(C1,C2) que se ocupan, respectivamente, de determinar en qué componente
conexa estd el nodo x, y de unir dos componentes conexas en una.

fun Kruskal (G = (N,A): grafo): conjunto de aristas
var
AR: conjunto de aristas
fvar
Ordenar(A) {Ordena A en pesos crecientes }
n < n° nodos de N
AR < 0
Iniciar n conjuntos, uno con cada nodo de N
mientras AR no tenga n-1 aristas hacer
seleccionar {u,v} minima
comU < buscarComponenteConexa(u)
comV < buscarComponenteConexa(v)
si comU # comV entonces
fusionar(comU,comV)
AR «+— AR U {(u,v)}
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fsi
fmientras
dev AR
ffun

Veamos ahora como se comporta el algoritmo con el grafo de la figura 3.1 a través de su
traza:

Paso | arista Componentes conexas AR
Inicio {1H{2}{3}{4}{5}{6}{7} 0

1 {5,7} | {1}{2}{3}{4}{5.7}{6} | ARU{5,7}
2 {2,4} {1}{2,4}{3}{5.7}{6} AR U {2,4}
3 {4,6} {1}{2,4,6}{3}{5,7} AR U {4,6}
4 (3,4} {1}{2,4,6,3}{5,7} AR U {3,4}
5 {2,3} se rechaza

6 {1,5} {1,5,7}{2,4,6,3} AR U {1,5}
7 {6,7} {1,5,7,2,4,6,3} AR U {6,7}

El 4arbol de recubrimento minimo resultante es también el de la figura 3.2.

Demostracion de optimalidad

La demostracién de optimalidad del algoritmo de Kruskal se realiza por induccién. Se
trata de demostrar de que si AR es prometedor seguird siéndolo en cualquier fase del
algoritmo cuando se le afiada una arista:

Base: el conjunto vacio es prometedor.

Paso inductivo: suponemos que AR es un conjunto de aristas prometedor antes de que
el algoritmo anada una nueva arista (u,v). En ese momento, el nodo u se encuentra
en una componente conexa y el nodo v en otra distinta. Sea C; el conjunto de nodos
de la componente que contiene a u. Tenemos que:

e El conjunto C; es un subconjunto estricto del conjunto de nodos N de G, ya
que al menos no incluye a v.

e AR es un conjunto prometedor tal que ninguna arista de AR sale de C;.

e (u,v) es una de las aristas mds cortas que salen de Ci, ya que las que sean
estrictamente mas cortas ya se han examinado, y se han afiadido a AR o se
han rechazado.

Entonces podemos utilizar el lema 3.2.1 ya que se cumplen sus condiciones y por
lo tanto ARU {(u,v)} también es prometedor.

Como AR es prometedor en todos los pasos del algoritmo, cuando el algoritmo se de-
tenga AR contendra una solucién dptima.
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Coste

En cuanto al coste, la ordenacion de las aristas estd en O(aloga), siendo a el nimero
de aristas de G, que equivale a O(alogn) yaquen—1<a <n(n—1)/2y O(alogn) ~
O(alogn?). Iniciar n conjuntos disjuntos estd en O(n). El bucle principal, en el caso
peor de que se examinen todas las aristas se ejecutara a veces, se ejecutard 2a veces
buscarComponenteConexa() y n— 1 veces fusionar(). Por lo que el coste total del algo-
ritmo puede considerarse el coste de la ordenacion e inicializacion que estd en O(alogn).
En este caso, utilizar un monticulo para almacenar las aristas pendientes no modifica
el andlisis en el caso peor, aunque resulta ventajoso si el arbol de recubrimiento se en-
cuentra cuando queden muchas aristas sin seleccionar ya que no se emplea tiempo en su
ordenacion.

Comparando los dos algoritmos, el de Prim y el de Kruskal, si el grafo es denso sera
preferible el algoritmo de Prim ya que su coste es O(n?), pero si el grafo es disperso ser
mads adecuado el algoritmo de Kruskal.

3.2.3 Camino de coste minimo: algoritmo de Dijkstra

Sea G = (N,A) un grafo dirigido, con pesos mayores o iguales que cero en sus aristas, en
el que todos sus nodos son accesibles desde uno concreto considerado como origen. El
algoritmo de Dijkstra [Dij59] determina la longitud del camino de coste, peso o distancia
minima que va desde el nodo origen a cada uno de los demds nodos del grafo. También
se puede utilizar para calcular el camino de coste o peso minimo entre el origen y un
tinico nodo del grafo. Para ello habria que detener el algoritmo una vez que el camino
hasta dicho nodo ya se ha calculado.

Este algoritmo utiliza dos conjuntos de nodos, S y C. S contiene los nodos ya selec-
cionados y cuya distancia minima al origen ya se conoce y C contiene los demas nodos,
C = N\S, aquellos cuya distancia minima al origen no se conoce todavia. Al inicio del
algoritmo S sélo contiene el nodo origen y cuando finaliza el algoritmo contiene todos
los nodos del grafo y ademds se conocen las longitudes minimas desde el origen a cada
uno de ellos. La funcién de seleccién elegird en cada paso el nodo de C cuya distancia
al origen sea minima.

El algoritmo de Dijkstra utiliza la nocién de camino especial. Un camino desde el nodo
origen hasta otro nodo es especial si todos los nodos intermedios del camino pertenecen
a S, es decir, se conoce el camino minimo desde el origen a cada uno de ellos. Har4 falta
un array, especiall], que en cada paso del algoritmo contendra la longitud del camino
especial mds corto (si el nodo estd en §), o el camino mas corto conocido (si el nodo esta
en C) que va desde el origen hasta cada nodo del grafo. Cuando se va a afiadir un nodo
a S, el camino especial mds corto hasta ese nodo es también el mas corto de todos los
caminos posibles hasta €l. Cuando finaliza el algoritmo todos los nodos estdn en S y por
lo tanto todos los caminos desde el origen son caminos especiales.
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Las longitudes o distancias minimas que se esperan calcular con el algoritmo estardn
almacenadas en el array especial |.

Supongamos que los nodos estdn numerados de 1 an, por loque N = {1,2,...,n}, y que
el nodo 1 es el nodo origen. Aligual que en algoritmo de Prim, suponemos que la funcién
Distancia() devolvera la distancia o coste entre los dos nodos que son sus argumentos.
Si existe una arista entre dichos nodos devolvera la etiqueta o peso asociado, en caso de
que no exista una arista devolverd un valor representativo o suficientemente grande, por
ejemplo oo. El algoritmo de Dijkstra quedaria:

tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
fun Dijkstra (G = (N,A): grafo): VectorNat
var
especial: VectorNat
C: conjunto de nodos
fvar
Ce42,3,...n}
para i < 2 hasta n hacer
especialli] <— Distancia(l,i)
fpara
mientras C contenga mds de 1 nodo hacer
v < nodo € C que minimiza especial[v]
C«+ C\{v}
para cada w € C hacer
especial[w] <— min(especial[w], especial[v] + Distancia(v,w))
fpara
fmientras
dev especiall]
ffun

El bucle mientras se ejecuta n — 2 veces ya que cuando sélo queda un nodo en C no va
a haber mas modificaciones en el array especial[|. Si ademds de calcular el coste del
camino minimo desde el origen se quiere saber por déonde pasan los caminos, es nece-
sario utilizar un array adicional, predecesor(2..n], siendo predecesorli] el identificador
del nodo que precede al nodo i-ésimo en el camino més corto desde el origen. Afiadiendo
esta nueva funcionalidad el algoritmo quedaria:

tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
fun Dijkstra (G = (N,A): grafo): VectorNat, VectorNat
var
especial, predecesor: VectorNat
C: conjunto de nodos
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fvar
C={2.3....,n}
para i < 2 hasta n hacer
especialli] < Distancia(l,i)
predecesor|i] < 1
fpara
mientras C contenga mds de 1 nodo hacer
v <— nodo € C que minimiza especial[v]
C + C\{v}
para cada w € C hacer
si especial[w] > especial[v] + Distancia(v,w) entonces
especial[w] < especial[v] + Distancia(v,w)
predecesor[w] «— v
fsi
fpara
fmientras
dev especial[],predecesor(]
ffun

Veamos como se comporta el algoritmo con el grafo de la figura 3.3 cuando se toma
como nodo origen el nodo 1.

Figura 3.3: Grafo conexo dirigido con pesos
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Paso v, W C especial[] predecesorf(]
Inicio {2,3,4,5,6,7} | 1000006 000 111111
1 v=>5 {2,3,4,6,7}
w=2,34,6,7 10006157 111155
2 v=7 {2,3,4,6}
w=2,34,6 10006157 111155
3 v=2 {3,4,6}
w =346 1015126157 | 122155
4 v=4 {3,6}
w=3,6 1015126157 | 122155
5 v=3 {6}
w=6 1015126157 | 122155

Demostracion de optimalidad

La demostracion de que el algoritmo de Dijkstra calcula los caminos de menor coste o
longitud desde un nodo tomado como origen a los demas nodos del grafo se realiza por
induccién. Se trata de demostrar que:

1. Siun nodo i # 1 estd en S, entonces especial[i] almacena la longitud del camino
mads corto desde el origen, 1, hasta el nodo i.

2. Si un nodo i no estd en S, entonces especial[i] almacena la longitud del camino
especial més corto desde el origen, 1, hasta el nodo i.

Ademads, por hipétesis estos dos puntos se cumplen inmediatamente antes de afadir un
nodo v al conjunto S.

Base: inicialmente s6lo el nodo 1 esta en S, por lo que el punto 1 estd demostrado. Para
el resto de los nodos el tinico camino especial posible es el camino directo al nodo
1, cuya distancia es la que le asigna el algoritmo a especial(i], por lo que el punto
2 también estd demostrado.

Paso inductivo: como los nodos que ya estdn en S no se vuelven a examinar, el punto
1 se sigue cumpliendo antes de afadir un nodo v a S. Antes de poder afiadir el
nodo v a S hay que comprobar que especial|v] almacene la longitud del camino
mas corto o de menor coste desde el origen hasta v. Por hipdtesis, especial[v]
almacena la longitud del camino especial mas corto, por lo que hay que verificar
que dicho camino no pase por ningin nodo que no pertenece a S. Supongamos
que en el camino mds corto desde el origen a v hay uno o mas nodos, que no
son v, que no pertenecen a S. Sea x el primer nodo de este tipo. Como x no
estd en S, especial|x] almacena la longitud del camino especial desde el origen
hasta x. Como el algoritmo ha seleccionado a v antes que a x, especial[x] no es
menor que especial[v]. Por lo tanto, la distancia total hasta v a través de x es




ALGORITMOS VORACES CON GRAFOS 75

como minimo especial[v], y el camino a través de x no puede ser mds corto que
el camino especial que lleva a v. Por lo tanto, cuando se afiade v a S se cumple el
punto 1.

Con respecto al punto 2, consideremos un nodo u que no sea v y que no pertenece
a S. Cuando se afade v a S puede darse una de dos posibles situaciones: (1)
especial[u] no cambia porque no se encuentra un camino mas corto a través de
v 0, (2) especial[u] si cambia porque se encuentra un camino mas corto a través
de v y quizés de algin otro u otros nodos de S. En este caso (2), sea x el ul-
timo nodo de S visitado antes de llegar a u. La longitud de ese camino serd
especial|x] + Distancia(x,u). Se podria pensar que para calcular el nuevo valor
de especialu] habria que comparar el valor anterior de especial[u] con los valores
de especial|x] + Distancia(x,u) para todo x € S, incluyendo a v. Pero esa com-
paracion ya se hizo cuando se afiadi6 x a S por lo que especial|x| no ha cambiado
desde entonces. Por lo tanto, el cdlculo del nuevo valor de especial[u] se puede
hacer comparando solamente su valor anterior con especial|[v] + Distancia(v,u).
Como esto es lo que hace el algoritmo, el punto 2 también se cumple cuando se
afiade un nuevo nodo v a S.

Al finalizar el algoritmo todos los nodos excepto uno estaran en S y el camino mas corto
desde el origen hasta dicho nodo es un camino especial. Por lo que queda demostrado
que el algoritmo de Dijkstra calcula los caminos de menor coste o longitud desde un
nodo tomado como origen a los demds nodos del grafo.

Coste

En cuanto al coste, sea G = (N,A) un grafo de las caracteristicas descritas en este
apartado, con n nodos y a aristas. Las tareas de inicializacion estdn en O(n). La seleccion
de v dentro del bucle mientras requerird examinar n— 1,n—2,...,2 valores de especial ]
en los sucesivos pasos. Como el bucle para interno se ejecutard n —2,n— 3, ..., 1 veces,
el tiempo requerido por el algoritmo de Dijkstra estd en O(n?).

Este coste se puede reducir si se consigue evitar examinar todo el array especial|| cada
vez que se quiere asignar a v el nodo de coste minimo. Para ello, se podria utilizar un
monticulo de minimos que almacenara los nodos de los que atin no se ha determinado su
camino de coste minimo desde el origen. Es decir, el monticulo contendria los nodos de
C, y en la raiz estaria el que minimiza el valor de especial||. La inicializacién del mon-
ticulo estd en O(n) (ver apartado del tema monticulos). La instruccién que elimina v del
conjunto C se traduce en eliminar la raiz del monticulo, que estd en O(logn). Si encon-
tramos un nodo w tal que a través de v encontramos un camino menos costoso, debemos
actualizar el monticulo con w y ubicarlo segin su valor de especial[w], lo que requiere
un tiempo que estd en O(logn). Esto se hace como mucho una vez por cada arista del
grafo. Por ello, se elimina la raiz del monticulo n — 2 veces y se realizan operaciones
flotar un maximo de a veces, lo que da un tiempo que estd en O((n+a)logn). Si el grafo
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es conexo, n— 1 < a < n’. Si el grafo es disperso, el nimero de aristas es pequefio y
cercano a n, y la implementacién con monticulo estd en O(alogn). Si el grafo es denso,
el coste pasa a estar en O(n”logn) y la implementacién sin monticulo es preferible.

3.3 Algoritmos voraces para planificacion

En este apartado se van a describir dos problemas que estdn relacionados con planificar
de forma 6ptima de una serie de tareas que deben llevarse a cabo por s6lo un agente o
servidor (persona o maquina). En el caso de la minimizacién del tiempo de espera en el
sistema también se estudiara la generalizacion a mas agentes o servidores.

3.3.1 Minimizacion del tiempo en el sistema

De forma general este problema se puede formular de la siguiente manera: hay una serie
de n clientes o tareas que esperan un servicio de un tnico agente o servidor, y el tiempo
que requerird dar servicio a cada cliente es conocido, siendo ¢; el tiempo requerido por el
cliente i-€simo y siendo 1 < i < n. El objetivo es minimizar el tiempo medio de estancia
de los clientes en el sistema. Como el valor de n es conocido, minimizar el tiempo
medio de estancia en el sistema equivale a minimizar el tiempo total que estdn en el
sistema todos los clientes.

Supongamos que tenemos tres clientes y sus tiempos de servicio son: t; =2, =8y
t3 = 4. Las posibilidades de atender de forma consecutiva a los tres clientes son 6, y dan
lugar a sus respectivos tiempos de estancia en el sistema:

Orden de servicio | 7'= Y}, tiempo en el sistema del cliente i
123 2+2+8)+(2+8+4)=26
132 24+42+4)+2+4+8)=22
213 8+B8+2)+(8+2+4)=32
231 8+B+4)+(8+4+2)=34
312 4+4+2)+4+2+8)=24
321 4+(4+8)+@A+8+2)=30

Si nos fijamos en la primera secuencia, 1 2 3, el cliente 1 sélo estd en el sistema su tiempo
de servicio; el cliente 2 tiene que esperar a que atiendan al 1 y después permanece su
tiempo de servicio; finalmente, el cliente 3 tiene que esperar a que atiendan al 1 y al 2
y después permanece su tiempo de servicio. Observando los resultados de 7', se ve que
varian segun el orden de servicio, siendo el menor valor (en negrita) el que corresponde a
haber atendido a los clientes en orden creciente de tiempos de servicio, y el mayor valor
(34) el que corresponde a haber atendido a los clientes en orden decreciente de tiempos
de servicio.

Para solucionar este problema se utiliza un algoritmo voraz que construye la secuencia
ordenada optima de clientes, y cuya funcion de seleccion elige en cada paso al cliente
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que requiera el menor tiempo de servicio de entre los todavia no atendidos, y lo afade al
final de la secuencia ordenada construida. Este algoritmo es muy sencillo y consistiria
basicamente en ordenar los clientes por orden no decreciente de tiempos de servicio.

Demostracion de optimalidad

Supongamos que hay n clientes numerados de 1 a n. Sea S = s1,s52,...,5, una per-
mutacion de los valores de 1 a n, y sea e; = t,, el tiempo de estancia o de servicio en el
sistema del cliente i-€simo. El tiempo total que estdn en el sistema todos los clientes es:

T(S)=e1+(e1+e)+(e1+er+e3)+---=neg+(n—1)ex+(n—2)e3+...

n
Z (n—k+1)e

Supongamos que la permutacién S no organiza a los clientes en orden creciente de tiem-
pos de servicio. Entonces, habrd al menos dos enteros a 'y b tales que a < by e, > ep.
Si se intercambia la posicion de los clientes a y b se obtiene una nueva secuencia de
servicio S’ cuyo tiempo total en el sistema sera:

=T()=(n—a+)ey+(n—b+1)ea+ Y, (n—k+1)e
k=1,ka,b

Si restamos los tiempos de ambas permutaciones se obtiene:
T(S)=T(S') = (n—a+1)(ea—e5) + (n—b+1)(es — 2

=m—a+1—(n—b+1))(e,—ep)
= (b—a)(ea—ep) > 0.

Como sabemos que a < b y que ¢, > e, la permutacién S’ requiere menor tiempo que la
permutacion S. Es decir, cualquier permutacién que no sea en orden creciente de tiempos
de servicio se puede mejorar, de ahi que toda permutacién cuyos clientes o tares estdn
ordenados por tiempos crecientes es Optima.

Queda el caso de cuando a < by e, = ep. En este caso el orden entre a y b es indiferente
ya que se pueden intercambiar los valores e, y ¢, sin que se altere el valor de la suma
total de tiempos.

Coste

Como bésicamente lo que hace el algoritmo es ordenar los clientes por orden no decre-
ciente de tiempo de servicio el coste estd en O(nlogn).
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Generalizacion a a agentes o servidores

Este mismo problema se puede generalizar a un sistema con a agentes iguales. En este
caso, ademads del orden de servicio que seria el mismo que para un s6lo agente, hay que
determinar cudntos clientes o tareas se asignan a cada agente o servidor. Si a un agente
ag se le asignan p clientes o tareas y a otro agente ag’ se le asignan p + [ clientes, siendo
[ > 1, el tiempo de servicio del primer cliente asignado a ag’ se multiplica por un factor
p+1, ya que su tiempo de servicio influye en el resto de tareas asignadas a ese agente,
mientras que si se trasladara al primer puesto de los clientes de ag, desplazando a los
otros p clientes, el factor multiplicativo seria p+ 1y p+1 < p+1, por lo que el tiempo
total decreceria. De ahi que una planificacién éptima en un sistema con a agentes iguales
debe mantener equilibrada la carga de todos los agentes. Asi, la diferencia en el nimero
de clientes asignados a cada agente debe ser a lo sumo de 1, por lo que la carga de cada
agente serd de (n div a) o de (n div a+ 1). Si consideramos los clientes ordenados por
orden no decreciente de tiempos (1 <1, < ... <t,), para una planificacioén S el reparto
seria:

S1: Hylg+1,02a+1---

20 Iylav2,02a425 - -
Sa - lay12q4,83a; - - -

Asi, al agente s; le corresponderia la secuencia de clientes #{,3,...,t,, siendo #{ =
fk—1)atj> Paral <k <n;y

_— ndiva+1 sij<(nmoda)
77 ndiva si j > (nmod a)

El tiempo total en el sistema de S sera:
a nj
=2 Z =kt Dtg-1)a+
j=lk=1

3.3.2 Planificacion con plazos

El problema consiste en que hay n tareas o trabajos; cada trabajo i en el caso de que se
realice antes de su fecha tope f;, siendo f; > 0, permite obtener un beneficio b;, siendo
b; > 0. En este tipo de problemas se da que:

e Para cualquier trabajo i el beneficio b; se gana si y solo si el trabajo se realiza antes
o coincidiendo con su fecha tope f;.
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e El trabajo se realiza en una maquina que consume una unidad de tiempo y solo hay
una maquina disponible, es decir, en un instante de tiempo solo se puede ejecutar
una tarea.

El objetivo es seleccionar los trabajos y la secuencia en la que se deben realizar para que
el beneficio total sea maximo.

Una solucién S o conjunto de tareas es factible si existe al menos una secuencia que
permite que todas las tareas del conjunto se puedan completar antes de su fecha limite o
plazo. El valor de una solucién factible es la suma de los beneficios de los trabajos que

contiene:
2. bi
i€S

Una solucién 6ptima es una solucién factible con valor o beneficio méaximo.
Veamos un ejemplo con n = 4 y los siguientes beneficios y plazos:

i 1 2 3 4
fo2 1 2 1
bi 100 10 15 25

Las soluciones factibles, la secuencia de realizacion y los beneficios obtenidos serian:

Solucioén factible | Secuencia | Beneficio
(1,2) 2.1 110
(1,3) 1,303,1 115
(1,4) 4,1 125
2,3) 2,3 25
3.,4) 43 40
(1) 1 100
(2) 2 10
3) 3 15
4) 4 25

La secuencia 1,2 no es factible ya que el trabajo 2 no se puede realizar en la unidad de
tiempo 2, y lo mismo ocurre con la secuencia 1,4. Se observa que la secuencia éptima
es la 4,1 con un beneficio de 125.

El algoritmo voraz para resolver este problema tiene la siguiente funcién de seleccion:
considerar los trabajos en orden decreciente de beneficios siempre que el conjunto de
trabajos sea una solucioén factible. En cada paso el siguiente trabajo que se selecciona
serd el de mdximo beneficio, siempre que al unirlo al conjunto solucién éste sea factible.

Lema 3.3.1 Si S es un conjunto de trabajos, entonces S es factible si'y solo si la secuen-
cia obtenida ordenando los trabajos en orden no decreciente de fechas tope es factible.
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Para demostrar este lema supongamos que S es factible, entonces existe al menos una
secuencia factible de los trabajos de S. Supongamos que en esa secuencia factible el
trabajo u se planifica antes que el trabajo v siendo f, < f,. Si intercambiamos los dos
trabajos, el trabajo v se adelanta comenzando antes de su fecha tope. Al retrasar u a
la posicion de v y al ser f, < f, y la secuencia factible, la nueva secuencia sigue siendo
factible. Supongamos ahora que la secuencia 1,2,. ..,k de S no es factible. Esto significa
que al menos un trabajo estd planificado después de su plazo. Sea / una cualquiera de
esas tareas tal que f; </ — 1. Como las tareas estdn ordenadas por orden no decreciente
de plazos, al menos / tareas tienen como fecha final / — 1 o una fecha anterior. Por lo
que en cualquier caso la ultima siempre estd planificada mas tarde que su fecha tope.
Asi, basta comprobar una secuencia en orden no decreciente de fechas para saber si un
conjunto de tareas es o no factible.

Una descripcion de alto nivel del algoritmo voraz que resuelve este problema es la si-
guiente:

fun PlanificacionPlazos (F[1..n], n): Vector[1..n] de natural
S+ {1}
para i = 2 hasta n hacer
si los trabajos en S U {i} constituyen una secuencia factible entonces
S+ S u({i}
fsi
fpara
dev S
ffun

El array F[] almacena las fechas tope de realizacion de los n trabajos ordenados en orden
decreciente de beneficios.

Demostracion de optimalidad

Se trata de demostrar que el algoritmo voraz que considera los trabajos en orden de-
creciente de beneficios, siempre que el conjunto de trabajos sea una solucidon factible,
encuentra una planificacion éptima.

Supongamos que se quieren ejecutar un conjunto / y un conjunto J de trabajos o ta-
reas. El conjunto / consta de las tareas {g,h,i,k,l} y el conjunto J consta de las ta-
reas {l,m,0,g,p,q,i}. Supongamos también que el conjunto J es éptimo. Sean S; y
S, secuencias factibles de los respectivos conjuntos, que podrian incluir huecos en su
planificacion:

SJZ

N
e}
oq
<
<
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Se pueden reorganizar los trabajos de S; y Sy de manera que se obtienen las secuencias

7y S que también son factibles, en las que los trabajos comunes a ambas secuencias
se planifican en la misma unidad de tiempo. También en estas secuencias podria haber
huecos:

Si:|k|h g | i
Si:iplmlo|lg|llql]|i

Supongamos que un trabajo a aparece en las 2 secuencias factibles S; y Sy, planificado
respectivamente en los tiempos #; y ;. En el caso de que #; = t; no hay cambios posibles.
Supongamos que t; < t;. Como la secuencia Sy es factible, el plazo para la tarea a no es
anterior a f; y se atrasa la tarea a del tiempo #; al tiempo #; en su secuencia S;. Se pueden
dar dos situaciones:

e Si hay un hueco en la secuencia S; en la unidad de tiempo #; se pasa la tarea a a
dicho hueco.

e Si ya hay una tarea b planificada en ese tiempo #; en Sy, se modifica S; intercam-
biando las tareas a y b en la secuencia.

La secuencia resultante sigue siendo factible ya que a se sigue ejecutando antes de su
plazo y en el caso de que exista b se adelanta. Ahora a esta planificada en ambas se-
cuencias en la unidad de tiempo #;. En el caso de que t; > t; se realiza lo mismo pero en
este caso con la secuencia S;. Una vez realizado este procedimiento con la tarea a, ésta
se queda ya en dicha unidad de tiempo.

Si las secuencias S; y Sy tienen r tareas en comun, tras un maximo de r modificaciones de
S7 08y, las tareas comunes a ambas secuencias estardn planificadas al mismo tiempo en
S}y S7. Sil#J las secuencias resultantes S; y S pueden no ser iguales. Supongamos
que en una determinada unidad de tiempo la tarea planificada en S} es distinta de la
planificada en S7:

e Si hay una tarea a en S/ y en la misma unidad de tiempo en S/ hay un hueco,
entonces a no pertenece a J. El conjunto J U {a} seria factible, ya que se po-
dria poner a en el hueco y el beneficio seria mayor que en J. Pero por hipétesis
partimos de que J es 6ptimo, por lo que no es posible.

e Si hay una tarea b en S} y en la misma unidad de tiempo en S} hay un hueco,
el conjunto J U {b} seria factible, por lo que el algoritmo habria incluido b en /.
Como el algoritmo no lo hizo entonces tampoco es posible.

e El tercer caso es que una tarea a esté planificada en S} y en la misma unidad de
tiempo en S} hay una tarea distinta b. En este caso a no pertenece a J y b no
pertenece a /. Las posibilidades son:
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— Si b, > by, se podria sustituir a por b en J y mejorar el beneficio. Pero esto
no es posible ya que J es ptima.

— Si b, < by, el algoritmo voraz habria seleccionado a b antes de considerar
a a puesto que (I\{a}) U {b} seria factible. Esto no es posible porque el
algoritmo voraz no incluyé a b en /.

— Si b, = by, aportan la misma ganancia en las secuencias.

Por lo que para toda unidad de tiempo de las secuencias S} y S o no planifican tareas,
o planifican la misma, o bien planifican dos tareas distintas con igual beneficio. EI
beneficio total de / es por lo tanto igual al beneficio del conjunto éptimo J, asi que I
también es 6ptimo.

Algoritmo detallado

Veamos a continuacién un algoritmo mds detallado. Supongamos que las tareas estdn
numeradas de forma que by > by > ... > b,. El array f[1..n] almacena las fechas tope de
los trabajos en orden decreciente de beneficios. El array S[1..k] almacena los elementos
de S, siendo S[i] el i-ésimo trabajo en la solucién 6ptima. Se debe cumplir que: f[S[1]] <
fIS[2]] < ... < f[S[k]]. Ademads, vamos a suponer que n > 0y que f; >0 para 1 <i <n,
lo que nos permite afiadir al array f un elemento centinela f[0] < 0 para simplificar las
comprobaciones del algoritmo.

tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
fun PlanificacionPlazosDetallado (f: VectorNat, n: natural): VectorNat, natural
var
S: VectorNat
fvar
S[0] < O {elemento centinela para facilitar la insercion}
S[1] < 1 {se incluye el trabajo 1 que es el de maximo beneficio}
k < 1 {k: n° de elementos en S}
para i = 2 hasta n hacer
r < k {se busca una posicion vélida para i}
mientras (f[S[r]] > f[i]) A (f[S[r]] # r) hacer
r<r-1
fmientras
si (f[S[r]] < {[i]) A (f[i]> r) entonces
para q = k hasta r + 1 incr = -1 hacer
S[q+1] < Slq]
fpara
S[r+1] <1
k < k+1
fsi
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fpara
dev S, k
ffun

Para cada tarea i-ésima, el algoritmo comprueba que se pueda insertar sin desplazar a
las tareas ya planificadas mds alld de su plazo. Si esto es posible i se inserta, sino se
descarta.

Veamos la traza del algoritmo con los siguientes datos: n =5, b; = (20,15,10,5,1) y
Fi=122,1,3,3)

Paso k i S
Inicializacién | 1 1___
1 2
2 r=1|12___
2 3
r=2(12___
3 4
3|(r=21124__
4 5
r=3

La planificacion 6ptima es la secuencia de tareas 1,2,4 que tendria un beneficio de 40.

Coste

La ordenacién de f[] en orden decreciente de beneficios requiere un coste ©(nlogn),
siendo n el nimero de tareas. El caso peor del algoritmo es cuando coincide que todas
las tareas en f también estdn ordenadas por orden decreciente de plazos y todas ellas
se pueden incluir en la planificacién. Esto supone que para cada tarea i el algoritmo
evalia las i — | tareas ya seleccionadas, hasta que encuentra su ubicacion y realiza los
desplazamientos oportunos. Por lo tanto este algoritmo estd en O(n?).

Algoritmo mejorado

Hay un algoritmo voraz mads eficiente para resolver este problema que utiliza un método
diferente de determinar la factibilidad de una solucién parcial. Un conjunto S de n tareas
es factible si y solo si se puede construir una secuencia factible que incluya a todas las
tareas de S de la siguiente manera: empezando con una planificacién vacia, para cada
tarea i € S se planifica i en el instante 7, siendo 7 el mayor entero tal que 1 <t < min(n, f;)
y la tarea que se ejecutard en ¢ no se ha decidido todavia.

Esto supone que cada tarea se afiade a la planificacién en el instante de tiempo mads
tardio posible, sin que se pase su plazo. Si no se encuentra un instante de tiempo de
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estas caracteristicas la tarea en cuestion no se anade a S, ya que el conjunto S resultante
no seria factible.

Veamos la demostracion de que este método de determinar la factibilidad de una solucién
parcial conduce a una solucién 6ptima. El que cada tarea i se afiada a la planificacién
en el instante de tiempo mds tardio posible, se puede formalizar indicando que el dia
elegido sera:

(i) =max{t | 1 <t <min{n, fYANj:1<j<i:t#1(j)}.

Cuando se intenta afiadir una nueva tarea, la secuencia que se estd construyendo contiene
al menos un hueco. Supongamos que no se puede anadir una tarea i cuyo plazo sea f;.
Esto s6lo puede ocurrir si todas las posiciones desde la 1 hasta la min{n, f;} estan ya
ocupadas. Sea s > min{n, f;} el mayor entero tal que la posicion ¢t = s estd vacia. La
planificacién incluye por lo tanto s — 1 tareas, ninguna tarea con plazo s y quizds otras
con plazos posteriores a s. La tarea que se quiere afadir también tiene un plazo anterior
a s. Como la planificacién contiene al menos s tareas cuyos plazos son s — 1 o anteriores,
la dltima tarea llegara tarde, lo que demuestra el “solo si”” de la hipétesis.

Para implementar esta prueba de factibilidad definimos libre(i) = max{t <i |t libre},
es decir, es el primer predecesor libre de i. De esta manera se definen conjuntos de
posiciones, de forma que las posiciones i y j estdn en el mismo conjunto si y solo si
libre(i) = libre(j). Se define ademds una posicion ficticia O que siempre estard libre.
Asi, la tarea i deberia realizarse en el dia libre(f;) ya que representa el dltimo dia libre
que respeta su plazo.

Los pasos principales del algoritmo mejorado son:

e Inicialmente cada posicién o instante de tiempo 0, 1,2,3,..., p estd en un conjunto
diferente y libre({i}) =i,0<i<p

e Si se quiere afnadir una tarea con plazo f se busca el conjunto que contenga a f.
Sea K dicho conjunto. Si libre(K) = 0 se rechaza la tarea; en caso contrario se
realizan las siguientes acciones:

— Se asigna la tarea al instante de tiempo libre(K).

— Se busca el conjunto que contenga [ibre(K) — 1. Sea L dicho conjunto.

— Se fusionan K y L. El valor de libre() para este nuevo conjunto es el valor
que tenia libre(L).

Asumiendo que las tareas estdn ordenadas en orden decreciente de beneficios la descrip-
cion del algoritmo es la siguiente:

tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
fun PlanificacionPlazosMejorado (f: VectorNat, n: natural): VectorNat, natural
var
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S, libre: VectorNat
fvar
p < min(n, max{f[i] [l <i<n})
para i = 0 hasta n hacer
S[i] <0
libre[i] < i
Iniciar conjunto i
fpara
para i = | hasta n hacer
k < buscar(min(p,fTi]))
pos <« libre(k)
si pos # 0 entonces
S[pos] i
1 < buscar(pos - 1)
libre[k] < libre[l]
fusionar(k,l) {asignar la etiqueta k o [}
fsi
fpara
k<0
para i = | hasta n hacer
si S[i] > O entonces
k+—k+1
S[k] « S[i]
fsi
fpara
dev S, k
ffun

Veamos la traza del algoritmo con los siguientes datos: n =5, b; = (20,15,10,5,1) y

h=1{2,2,1,3,3)
Paso plk|pos |1 libre[] S
Inicializacién | 3 {0} {1} {2} {3} {4} {5}]00000
1 21 2 | 1| {0}{1,2} {3} {4} ({5} 01000
2 2| 1 10 {0, 1,2} {3} {4} {5} 21000
3 1] 0 {0, 1,2} {3} {4} {5} 21000
4 313 |2 {0, 1,2,3} {4} {5} 21400
5 310 {0, 1,2,3} {4} {5} 21400
Comprimir S[] {0, 1,2,3} {4} {5} 21400
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Coste del algoritmo mejorado

La ordenacion de las tareas por beneficios decrecientes estd en O(nlogn). La fase de
inicializacion estd en O(n). Después, se realizan como méaximo 2n operaciones buscar()
y n operaciones fucionar(), lo que es esencialmente lineal en n. En total nos queda que
el algoritmo estd en O(nlogn).

3.4 Almacenamiento 6ptimo en un soporte secuencial

Se dispone de n programas y hay que almacenarlos en un soporte secuencial de longitud
L. Cada programa p; tiene una longitud /;, siendo 1 <i < n. Se podran almacenar los n
programas en el soporte si y solo si la suma de las longitudes de todos los programas es
como mucho L. Asumiremos que para poder acceder a un programa p;, independiente-
mente de donde esté ubicado en la cinta, habrd que posicionar el mecanismo de acceso
al comienzo del soporte. De ahi, que si un programa ocupa la posicién x;, el tiempo
de acceso a ese programa serd la suma del tiempo que tarda en avanzar el mecanismo
de acceso hasta x;, mas el tiempo de lectura de p; que es /;. Si todos los programas se
recuperan o acceden con similar frecuencia, el tiempo medio de acceso es:

Y (xi+ 1)
n

T =

El objetivo es encontrar una secuencia de almacenamiento de los programas que minimi-
ce el tiempo medio de acceso.

Si los programas estdn almacenados en el orden I = iy,is,...,iy,, €l tiempo 7; necesario
para recuperar el programa i; es proporcional a 3 <4< j [;,, por 1o que minimizar el tiempo
medio de acceso es equivalente a minimizar:

D (I ) = 2 2 lik
1<j<n1<k<j

Dada una secuencia D(I) la estrategia voraz deberd elegir el siguiente programa que
minimice el crecimiento en D(I). Si ya se tiene la permutacion iy,i,...,i, al afiadir el
programa j a la permutacion se tiene iy,i,...,i,,i,+1 = j. Esto incrementa el valor de
D(I) en Y <4<, li, +1j. Como Y <4<, es fijo e independiente de j, se observa que se
minimiza el incremento de D si el siguiente programa que se selecciona es el de menor
longitud de los restantes.

Por lo tanto la estrategia voraz consistird en seleccionar los programas en orden no de-
creciente de longitudes. Resulta sencillo identificar los elementos del esquema voraz
para este problema concreto:

e Resolucion de un problema de forma optima: almacenar una serie de programas
en un soporte secuencial de manera que el tiempo medio de acceso sea minimo.

e Conjunto inicial de candidatos: 1os n programas.
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o Conjunto de candidatos seleccionados: inicialmente el conjunto de candidatos ya
escogidos estd vacio.

e Solucion: sila suma de las longitudes de todos los programas es como mucho L se
alcanzara la solucién cuando los n programas se hayan seleccionado en el orden
adecuado y se hayan almacenado.

e Factible: si la suma de las longitudes de todos los programas es como mucho L el
conjunto resultante siempre es factible.

e La funcion de seleccion se traduce en la seleccion de los programas en orden no
decreciente de longitudes.

e La funcion objetivo no aparece explicitamente en el algoritmo.

El algoritmo voraz quedaria:

fun AlmacenaProgramasSoporteSec (c: conjuntoCandidatos): conjuntoCandidatos
Ordenar c en orden no decreciente de longitudes
sol <0
mientras ¢ # 0 hacer
X < seleccionar(c)
c+c-{x}
sol < sol U {x}
fmientras
devolver sol
ffun

La funcién seleccionar() selecciona los programas en el orden establecido.

Demostracion de optimalidad

Se trata de demostrar que esta estrategia voraz conduce a una solucién optima. Es de-
cir, demostrar que si /; <, < ... <, entonces la ordenacién i; = jsiendo 1 < j <n
minimiza Y} 2’;‘:1 li; sobre todas las posibles permutaciones de i;.

Sea I =1iy,ia,...,i, cualquier permutacién del conjunto de indices {1,2,3,...,n}. En-
tonces:

D(I) =

i Z n—k+1)l,~k

1<k<n

IIM=

Siexisten ay b talesque a < by l,-a > [;, entonces, intercambiando i, e i, obtenemos
una permutacién /' en la que:

DII'Y= Y (n—k+)li+(n—a+1),+(n—b+1),
k#ank#b
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Si restamos D(I’) de D(I) tenemos:

D(I)—D(I') = (n—a+1)(li, = bi,) + (n— b+ 1)(li, = &;,) = (b—a)(li, = &;,) > 0

Por lo que si colocamos primero el programa mads corto el sumatorio reduce su valor. De
ahi que si los programas estdn ordenados en longitudes no decrecientes el sumatorio no
puede ser reducido y por lo tanto minimiza el valor de D.

Coste

La implementacién del conjunto de programas se puede realizar con un array. El coste de
ordenar el array de programas es O(nlogn). La implementacion del conjunto solucion
también se puede realizar con un array de n elementos, en el que en la posicién i se
almacena el identificador del programa que se graba en la cinta en la posicion i-ésima.
Asi, el coste del bucle mientras estd en O(n), por lo que el coste global del algoritmo
estd en O(nlogn).

3.4.1 Generalizacion a n soportes secuenciales

Si en lugar de un soporte secuencial se tienen m soportes, Sg,S1,...,S,—1 siendo m > 1,
y un dnico mecanismo de acceso, habrd que distribuir los programas en todos ellos.
El objetivo sigue siendo el mismo, encontrar las secuencias de almacenamiento de los
programas que minimicen el tiempo medio de acceso. El resultado serd la permutacion u
orden de almacenamiento para cada soporte. Sea /; la permutacion u orden de programas
para el soporte j, que tendrd su correspondiente D(/;). El tiempo total de acceso sera:

m—1

TD =Y D(1;)
j=0

El objetivo serd almacenar los programas de tal manera que se minimice el valor T'D.
La funcién de seleccion de los programas es igual que en el caso de un tnico soporte,
en orden no decreciente de longitudes. Una vez seleccionado el programa a almacenar,
se grabard en el soporte que minimice el incremento de 7'D. Este soporte serd el que
tenga menos parte ocupada hasta el momento. Si hay mas de uno en estas condiciones,
se seleccionard el de nimero de indice mas bajo. Como los programas estan ordenados
de manera que [} </, < ... <[,, entonces los primeros m programas se almacenaran
respectivamente en los soportes So, S1,...,5,—1. Los siguientes m programas también se
almacenardn respectivamente en los soportes So,S1,...,S,—1. En general, el programa
i se almacenara en el soporte S, ;)14 ,,- De esta manera, en cada soporte los programas

)
estdn almacenados en orden no decreciente de sus longitudes.
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3.5 Problema de la mochila con objetos fraccionables

Se dispone de n objetos y una mochila. El objeto i tiene un peso positivo p;, un valor
positivo v; y la mochila solo puede almacenar un peso maximo M. Como los objetos se
pueden fraccionar, una fraccién x; del objeto i, siendo 0 < x; < 1 anadira a la mochila
un peso de x;p; y un valor de x;v;. El objetivo es llenar la mochila de manera que se
maximice el valor total de los objetos almacenados, teniendo en cuenta la limitacién del
peso maximo de la mochila. Formalmente, el problema se puede enunciar de la siguiente
manera:

n n
maximizar Zx,-vi con la restriccion inp,- <M, y0<x;<1,1<i<n

i=] i=1

En el esquema general voraz, los candidatos serian los objetos, una solucién factible
es cualquier conjunto {x,xz,...,x,} que satisfaga las restricciones indicadas anterior-
mente, y la funcién objetivo es el valor total de los objetos almacenados en la mochila.
Veamos ahora cudl podria ser la funcion de seleccion. Como los objetos son frac-
cionables en cualquier fraccién, una solucién 6ptima debe llenar exactamente la mochila,
porque en caso contrario, y siendo Y | p; > M, siempre se podria afiadir una fraccion
de alguno de los objetos restantes, incrementando el valor total de la mochila. Una vez
que se determine en qué orden deben seleccionarse los objetos, se pondrd la maxima
fraccion posible del objeto seleccionado en la mochila y se continuard el proceso hasta
que la mochila esté llena.

Consideremos la siguiente instancia del problema de la mochila: n = 3, M = 20, los
pesos y valores de los objetos son (pi, p2,p3) = (18,15,10) y (vi,v2,v3) = (25,24,15),
y se dispone de tres funciones de seleccion posibles: (1) seleccionar el objeto mds valioso
de los restantes, (2) el de menos peso, y (3) el objeto cuyo valor por unidad de peso sea
el mayor posible.

Funcioén seleccién b 1 XiVi Y XiDi
maximizar v; 12/150 | 25+3.2=282 | 1842=20
minimizar p; 010/15 1 16415 =31 104+10=20

maximizar v;/p; | 015/10 | 24+7.5=315 | 15+5=20

Si la funcion de seleccion consiste en seleccionar el objeto mds valioso de los restantes,
primero se seleccionaria el objeto x; entero con un valor de 25, después, como el si-
guiente mds valioso, el x;, no cabe entero se tomarfa una fraccién calculando el peso
que queda disponible en la mochila (20 — 18) y dividiéndolo por el peso del objeto que
es 15. Esto nos da un valor de 0.133 que es la fracciéon del objeto que se toma para
completar el peso y calcular el valor que aporta el objeto. Si la funcién selecciona el
objeto de menor peso de los restantes, primero se seleccionaria el objeto x3 entero con
un valor de 15, después, como el siguiente con menos peso, el x, no cabe entero se
tomaria una fraccion calculando el peso que queda disponible en la mochila (20 — 15)
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y dividiéndolo por el peso del objeto que es 15. Esto nos da un valor de 0.33 que es la
fraccion del objeto que se toma para completar el peso y calcular el valor que aporta el
objeto. Finalmente, si la funcién selecciona el objeto cuyo valor por unidad de peso sea
el mayor posible de los restantes, nos quedarian unos valores (1.388 1.6 1.5) para los tres
objetos. Primero se seleccionaria el objeto x; entero con un valor de 24, después, como
el siguiente con menos peso, el x3, no cabe entero se tomaria una fraccién calculando el
peso que queda disponible en la mochila (20 — 15) y dividiéndolo por el peso del objeto
que es 10. Esto nos da un valor de 0.5 que es la fraccién del objeto que se toma para
completar el peso y calcular el valor que aporta el objeto.

De las tres estrategias, la que obtiene el maximo beneficio total (31.5) es la que considera
los objetos en orden no creciente del cociente del valor por peso, y ésta es precisamente
la funcidn de seleccidn del algoritmo voraz que resuelve de forma 6ptima este problema:
considerar en cada paso los objetos que tienen el maximo valor por unidad de peso. A
continuacién se muestra el algoritmo:

tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
tipo VectorRea = matriz[0..n] de real
fun MochilaObjetosFraccionables (p: VectorNat, v: VectorNat, M: natural): VectorRea
var
x: VectorRea
peso: natural
fvar
Ordenar objetos en orden no decreciente de v;/p;
peso + 0
para i = 1 hasta n hacer
x[i] « 0
fpara
mientras peso < M hacer ‘
i < mejor objeto de los restantes
si peso + p[i] < W entonces
x[i] 1
peso <— peso + pli]
sino
x[i] - (M - peso)/ pli]
peso < M
fsi
fmientras
dev x
ffun
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Demostracion de optimalidad

Se trata de comprobar que efectivamente la funcion de seleccién propuesta conduce a
que el algoritmo calcule una solucién 6ptima.

Teorema 3.5.1 Si los objetos se seleccionan en orden decreciente de v;/p; es decir
vi/p1 > Vva/p2 > -+ > v,/ pn, entonces el algoritmo voraz anterior encuentra una solu-
cion optima.

Supongamos que los objetos estan ordenados en orden decreciente de v;/p;. Sea X =
(x1,x2,...,X,) la solucién calculada por el algoritmo voraz. Si todos los x; son iguales
a 1, entonces la solucién es 6ptima. En caso contrario, sea j el menor indice tal que
x; < 1. Del funcionamiento del algoritmo se sigue que x; = 1 cuando 1 <i < j, que
xi=0cuando j<i<n,que0<x;<1,yqueX. xpi=M. SeaV(X)=3L, xyv;el
valor de la solucién X.

Sea Y = (y1,y2,..-,yx) una solucién factible cualquiera. Se trata de comparar X con Y
para demostrar que V(X) > V(Y) de lo que se deduce que X es Gptima.

Si Y es factible, entonces X" | y;pi <M y por lo tanto X", (x; —y;)v; > 0. Sea V(Y) =
> yivi el valor de la solucién Y,

n

V(X)-V(Y)= Z —yi)vi = Z(xz yi)p

i=1 i

tenemos tres posibilidades a considerar:

e Cuando i < jentonces x; = 1 y por lo tanto x; —y; > 0, mientras que v;/p; > v;/p;
debido a la ordenacién de los objetos.

e Cuando i > jentonces x; =0y por lo tanto x; —y; < 0, mientras que v;/p; <v;/p;.
e Sii= jentonces v;/p; =v;/p;.

Por lo que en todos los casos se tiene que (x; —y;)(vi/pi) > (xi —yi)(vj/p;) por lo que:

M=

V) -V(Y) > 3(x —yi>pi“—%:”—fﬂi(xi—yi>p,
1 Pj i=1

Como > 0 porque todos los valores y pesos son positivos y ademds se cumple que:

T

n n
Yxipi=My Y yipi<M
= i=1

se tiene:
n

VX)-V(¥) 2 Y (x—yi)pi= D xipi— 2, yipi = 0
i=1 =] i=1

Queda demostrado que ninguna solucién factible puede tener un valor mayor que V (X),
por lo que X es una solucién 6ptima.
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Coste

El coste de ordenar los objetos en orden decreciente de v;/p; estd en O(nlogn). El orden
del resto del algoritmo estd en O(n) por lo que el algoritmo completo estd en O(nlogn).

3.6 Mantenimiento de la conectividad

Una operadora de telecomunicaciones dispone de 8 nodos conectados todos entre si
por una tupida red de conexiones punto a punto de fibra ptica. Cada conexién c(i, j)
entre los nodos i y J, siendo i, j € {1...8} tiene un coste que viene dado por c(i, j) =
(i x j) mod 6. La operadora estd en una situacién econémica complicada y necesita
reducir gastos. Por ello, se plantea reducir las conexiones de forma que se mantenga la
conectividad de la red a un coste minimo.

Se trata de un problema de optimizacion en el que se quiere mantener la conectividad
de la red, es decir que el grafo sea conexo, a un coste minimo. Se trata por lo tanto de
asociar al grafo (la red) un arbol de recubrimiento de coste minimo. Para su resolucién
se puede usar cualquiera de los dos algoritmos vistos: Prim o Kruskal (ver los apartados
3.2.1 y 3.2.2 para revisar los algoritmos de Prim y Kruskal respectivamente).

Al indicar el enunciado que se trata de una red tupida en la que todos los nodos estan
conectados entre si, se trata de un grafo denso, por lo que es adecuado representarlo
mediante una matriz de adyacencia.

La red de conexiones se representaria mediante la siguiente matriz de adyacencia, que al
corresponder a un grafo no dirigido es simétrica. Nétese que se representa solamente su
triangular superior:

1
[\)
S| W W

=TV IENESN

| W &~

OO OO

S|l n| K| W=

IO IO

0| ||| KW —
l

Para calcular el drbol de recubrimiento minimo vamos a utilizar el algoritmo de Prim,
en particular la descripcion de alto nivel del algoritmo que nos va a facilitar aplicarlo a
los datos del enunciado. Recuérdese que se utilizan dos conjuntos: uno con los nodos
seleccionados NA, y el conjunto de aristas del arbol de recubrimiento minimo AR. Se
toma como raiz del arbol el nodo 1.
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fun Prim (G = (N,A): grafo): conjunto de aristas
AR <0
NA < {un nodo cualquiera de N}
mientras NA # N hacer
Buscar {u,v} de coste minimo tal que u € NA y v € N\NA
AR < AR U {(u,v)}
NA « NA U {v}
fmientras
dev AR
ffun

Veamos ahora la traza del algoritmo con la anterior matriz de adyacencia:

Paso | arista seleccionada NA AR

Inicio {1} 0

1 {1,6} {1,6} AR U {1,6}
2 {6,2} {1,2,6} AR U {6,2}
3 {2,3} {1,2,3,6} AR U {2,3}
4 {3.8} {1,2,3,6,8} AR U {3,8}
5 {4,6} {1,2,3,4,6,8} AR U {4,6}
6 {6,5} {1,2,345,6,8} | ARU{6,5}
{; {6,7} {1,2,3,4,5,6,7,8} | ARU{6,7}

El coste total del arbol calculado es 0, ya que todas las aristas seleccionadas tienen
coste 0. En cuanto al coste computacional, se remite al lector al apartado 3.2.1 para una
explicacion detallada.

3.7 Problema de mensajeria urgente

Una empresa de mensajeria urgente realiza buena parte de su transporte por carretera.
Dispone de un servicio exprés, en el que se compromete con el cliente a llevar el paquete
a su destino sin hacer ninguna otra entrega en el camino. La empresa conoce el niimero
de kilémetros que puede hacer sin repostar cada vehiculo de su parque mévil. También
dispone de un mapa de carreteras que le permite calcular las distancias que hay entre las
gasolineras en todas las posibles rutas. Asi, dado un punto de origen y otro de destino,
el transportista puede parar a repostar el menor nimero de veces posible. Se trata de
disefiar un algoritmo voraz que determine en qué gasolineras debe parar el transportista
para lograr el objetivo de repostar el menor nimero de veces posible.

Sea n el nimero de kilémetros que puede realizar sin repostar el vehiculo que se va a
utilizar para realizar el trasporte exprés. Suponemos que en la ruta entre el punto de
recogida del paquete y el punto de destino existen G gasolineras numeradas del 0, en el
punto de recogida, a G — 1 en el punto destino. Suponemos también que se dispone de un
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vector con las distancias entre las gasolineras, DG[1..G — 1], siendo DG]i] el nimero de
kilémetros que hay entre la gasolinera i — 1 e i. N6tese que el problema tendrd solucion
si ningin elemento del vector tiene un valor mayor que n, ya que en caso contrario el
vehiculo no podria llegar de una gasolinera a otra que distara mds de n kilémetros. Hay
que tener en cuenta que hay una tnica ruta posible.

Identifiquemos los elementos del esquema voraz para este problema concreto:

e Resolucion de un problema de forma 6ptima: repostar el menor nimero de veces
posible en la realizacion de un trayecto.

e Conjunto inicial de candidatos: las G gasolineras.

e Conjunto de candidatos seleccionados: inicialmente el conjunto de candidatos ya
escogidos estd vacio.

e Solucion: se alcanzara la solucion cuando se llegue al destino repostando segiin
indique la funcién de seleccion.

e Factible: si la distancia entre las gasolineras de la solucién es menor o igual que n
el conjunto resultante siempre es factible.

e La funcion de seleccion se traduce en recorrer el mayor numero de kildmetros sin
repostar.

e La funcion objetivo no aparece explicitamente en el algoritmo.

Por tanto, la estrategia voraz que se va a utilizar es recorrer el mayor nimero de kil6-
metros sin repostar, tratando de ir desde cada gasolinera en la que se pare a repostar a la
mds lejana posible, hasta llegar al destino.

Demostracion de optimalidad

Se trata de demostrar que esta estrategia voraz conduce a una solucién optima.

Sea X la solucién de la estrategia voraz anterior y sean xj,X2,...,Xs, las gasolineras en
las que el algoritmo decide parar a repostar en dicha solucién. Sea Y otra solucién com-
puesta por otro conjunto de gasolineras y;,ys,...,y;. Sea N el nimero total de kildme-
tros entre el punto de recogida y el punto de entrega, y sea K|[i] la distancia en kilémetros
recorrida por el vehiculo hasta la gasolinera i, siendo 1 <i < G — 1. Se tiene:

K[i] = iDG[k] yK[G—1]=N
k=1

Se trata de demostrar que s <t , siendo s el nimero de gasolineras devueltas por el
algoritmo voraz y ¢ el nimero de gasolineras de cualquier otra solucidn, ya que lo que se
quiere minimizar es el nimero de paradas. Para ello, bastara con demostrar que x; > yx
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para todo k. Como X e Y son dos soluciones distintas, sea k el primer indice tal que
Xx 7 Vr. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que k = 1 ya que hasta x;_; los
viajes son iguales y en la gasolinera x;_; en ambas soluciones se llenan los depdsitos.
Siguiendo la estrategia voraz propuesta, si x; # y; entonces x; > y; ya que xj es la
gasolinera més alejada a la que se puede viajar sin repostar. Podriamos decir también
que xp > y> ya que x; es la gasolinera mds alejada a la que se puede viajar desde x; sin
repostar. Para probarlo, supongamos por reduccién al absurdo que y; fuera estrictamente
superior que x;. Para que en la solucién Y se consiga ir desde y; a y, es que hay menos
de n km. entre ellas: K[y,] — K[yi] < n, por lo que entonces desde x; hasta y, también
hay menos de n km ya que K[y;] < K[x;]. En este caso, el algoritmo no hubiera escogido
X» como siguiente gasolinera a x; sino y;, ya que busca la gasolinera mds alejada entre
las que puede llegar.

Se repite el proceso y se va obteniendo que x; > y; para todo k, hasta llegar a la ciudad
destino, lo que demuestra que la estrategia voraz consigue una solucién éptima.

Algoritmo

Esta estrategia se puede implementar con el siguiente algoritmo, que devuelve un vector
de tipo booleano indicando en qué gasolineras debe pararse el vehiculo.

tipo Vector = matriz[0..G-1] de booleano
fun EntregaExpresMinimasParadas (DG: Vector[1..G-1] de natural, n,G: natural): Vector
var
solucion: Vector
fvar
para i = 1 hasta G-1 hacer
solucion[i] < falso
fpara
i+ 0
contKm < 0
repetir
repetir
1<—i+1
contKm < contKm + DGi]
hasta (contKm >n) V (i =G-1)
si contKm > n entonces
i—i-1
solucion[i] <« cierto
contKm < 0
fsi
hastai=G-1
dev solucion(]
ffun



96 ALGORITMOS VORACES

Coste

El coste del primer bucle para esta en el orden del nimero de gasolineras. Lo mismo
ocurre con los otros dos bucles, que permiten acceder a cada gasolinera una vez o dos
como maximo si se ha excedido en el valor de n al contar los kilémetros. Por lo tanto
este algoritmo estd en O(G) siendo G el nimero de gasolineras.

3.8 Problema del robot desplazandose en un circuito

Sea un robot R que dispone de una bateria de N unidades de energia. Desde un punto
origen se tiene que desplazar hasta el punto de salida S del circuito. En el camino se
puede encontrar con obstaculos, O, que serdn infranqueables. El paso por una casilla
franqueable supone un gasto de energia igual al valor que indica la casilla. Se busca
un algoritmo que permita al robot llegar al punto S gastando el minimo de energia.
El circuito se puede representar mediante una matriz en la que desde cada elemento se
puede acceder a un elemento adyacente con el consumo de energia que indique la casilla.
Veamos el siguiente ejemplo de circuito:

O|S|O0|2]1
371|311
166 |0]|6
112|O0O|R |4
711]11]12]|6

El robot se encuentra en la casilla R y tiene que desplazarse con el menor coste de energia
posible hasta la casilla S. Desde donde esta el robot, se puede desplazar a la derecha
consumiendo 4 unidades de energia, abajo consumiendo 2 o en diagonal consumiendo 6
o 1 dependiendo de a qué diagonal se desplace. Donde no se puede desplazar es arriba y
a la izquierda, ya que hay obstdculos infranqueables. El algoritmo deberia encontrar la
ruta mas econdémica en consumo energético desde la casilla R a la casilla S.

El tablero o circuito se puede modelar como un grafo en el que cada casilla es un nodo
y el contenido de la casilla el coste energético de acceder a dicho nodo por alguna de
sus aristas incidentes. Si representamos el grafo mediante una matriz de adyacencia, el
circuito del ejemplo quedaria representado con la matriz de la tabla 3.1. Nétese que el
grafo es dirigido y por lo tanto la matriz no es simétrica.

Los nodos se han numerado del 1 al 25 empezando por la posicién (1,1) del tablero,
siguiendo por la (1,2), (1,3), ...hasta la (5,5). El nodo de la posicién (1,1), el 1, es un
obstaculo, un nodo al que no se puede acceder, y por lo tanto no tiene aristas con ningun
otro nodo, lo que se representa mediante . Desde el nodo S, el 2, que ocupa en el
tablero la posicion (1,2), se puede acceder directamente unicamente a los nodos 6,7,8,
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que representan las posiciones (2,1), (2,2) y (2,3) respectivamente. Dada una posicién
(i, j) del tablero, le corresponde el nimero de nodo (i — 1) x 5+ j. La posicion del
tablero en el que esté el robot, la (4,4), corresponde al nodo niimero 19, y el coste de
acceder a ella desde un nodo que no sea un obsticulo es 0, ya que no se indica otro
posible coste, lo mismo ocurre con la posicién S.

Con esta representacion, el problema se reduce a encontrar un camino de coste minimo
desde la posicién en la que se encuentra el robot, R, hasta la posicién S. Este problema
se puede solucionar utilizando el algoritmo de Dijkstra para calcular la longitud del
camino minimo que va desde el origen hasta el resto de los nodos del grafo. En este
caso, el algoritmo Dijkstra se detendrd una vez que el camino hasta el nodo S ya se haya
calculado, obteniendo asi la ruta de coste minimo en el camino de R a S.

El algoritmo de Dijkstra adaptado a este problema es el siguiente:

tipo VectorNat = matriz[0..n] de natural
fun Dijkstra (G = (N,A): grafo): VectorNat, VectorNat
var
especial, predecesor: VectorNat
C: conjunto de nodos
fvar
Iniciar conjunto C con todos los nodos 1,2,3,..n excepto el 19
parai < | hastan A i# 19 hacer
especial[i] < Distancia(19,i)
predecesorl[i] + 19
fpara
mientras C contenga al nodo S hacer {el nodo 2 es S }
v < nodo € C que minimiza especial[v]
C+ C\{v}
si v 7 S entonces
para cada w € C hacer
si especial[w] > especial[v] + Distancia(v,w) entonces
especial[w] <— especial[v] + Distancia(v,w)
predecesor[w] < v
fsi
fpara
fsi
fmientras
dev especiall],predecesor]|]
ffun

El nodo origen sera el nodo 19, y el nodo destino el nodo 2. Como el grafo resultante es
un grafo disperso, se utilizard un monticulo de minimos que contendra los nodos de los
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que ain no se ha determinado su camino minimo desde el origen. El valor de ordenacién
del monticulo es la energia consumida desde el origen.

La traza de este algoritmo con la matriz de adyacencia del circuito se puede ver en tabla
3.2. De los nodos que estdn en C, el valor minimo de especial|| se representa en cada
paso subrayado, al igual que su valor correspondiente en predecesor||. Los valores de
especial|| y predecesor|| de los nodos que no estin en C se representan en cursiva. Los
valores en dichos arrays correspondientes al nodo R se representan con un carcter guion.
En nueve pasos el nodo 2, S, deja de estar en C por lo que ya se ha calculado su camino
de coste minimo desde el origen y el algoritmo finaliza. Nétese que en esta version del
algoritmo se calcula el camino de coste minimo, sin tener en cuenta el nimero de aristas.
El camino de coste minimo que encuentra el algoritmo estd formado por los siguientes
movimientos del robot: primero a la casilla 23, luego a la 22, después ala 16,1a 11,1a 7
y finalmente alcanza la salida con un gasto de energia de 5.

La demostracion de optimalidad y el estudio del coste se puede encontrar en el apartado
323,
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Q888888 |8[8[8[8(8(8]|8]|8|8|8|—|8[—[8[8f—||—]|8
Q8|8(8(8[8(8]|8(8[8]8(8|8|8[8|8|—|—|8|8|8|—=[+|—|8]8
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oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
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)
oo
oo
oo
oo
oo
=S
oo
oo
oo
oo
oo
oo

=(8(8(8]|8(8[8]|8[8|8]|8|cv|cujcaf8|8|caf+]|8]8 |8 ||cufen]B]8
Si8(8|8|8|8]|8|8|8|8[8|—[—[8|8|8| |—|8]|8]8|—|—|8]8]8
218 |8(8|8|8[8|8|8|c|o|8|8|8|8] |8|8|8|c|c|8[8]8|8]8
J8(8|8|8|8|8|8|8|8[8|8]|8|8| |8[8|8|8|8|8|8|8|8]|8]8
(888|888 |olofc|8|8|o| |8]|8]|8|w|8|c|[8[8[8[8|8]8
88888 |olelof8|8|o| |o|8|8|o|o|8|8[8|8[8[8|8]8
=888 8|8~ |— 8|88 |[—|8[8]|8|—|—[8]|8[8|8|8|8]|8]|8
S8 |8 |8|—|—|8|8[8|—| [8]|8|8|8]|—|8|8]|8|8|8]|8[8|8]8]8
N8| 8|8 |88 || |~ |8|8|—|8|—|8|8[8[8|8|8(8[8]8]|8

21
22
23
24
25

Tabla 3.1: Matriz de adyacencia del circuito del robot
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Paso | v C especial[l..25]
predecesor|1..25]
Ini. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 J 0 v w0 -4 00 1 26
15,16,17,18,20,21,22,23,24,25} | 191919191919191919191919191919191919-1919191919 19
1919191919191919191919 19191919 1923 19-19 1923 19 19 19
2 22 C\ {22} 0000000000 00000000000000006330-492126
191919191919191919191919191919222319-192223 1919 19
3 24 C\ {24} 0000000000 000000000000000H06330-492726
19191919191919 1919191919 1919192223 19-1922 23 1919 19
4 16 C\ {16} 0000 000000000000000049606330-492/26
191919191919191919191616191919222319-192223191919
5 17 C\ {17} ©0000000000000000000496006330-492]126
191919191919191919191616191919222319-192223191919
6 11 C\ {11} 00000000007 5000004960063300-492126
191919191911111919191616191919222319-192223191919
7 20 C\ {20} 0000000007 500000496 06330-492126
191919191911111919191616191919222319-192223191919
8 q C\ {7} 0500000758004 9606330-492]126
1971919191111719191616191919222319-192223191919
9 2 C\ {2} 050000007 580049606330-492]126
1971919191111719191616191919222319-192223191919

Tabla 3.2: Traza de la particularizacion del algoritmo de Dijkstra al circuito del robot
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3.9 Asistencia a incidencias

Una empresa de software debe atender las incidencias de sus clientes con la maxima
celeridad posible. Cada jornada laboral se planifican n salidas sabiendo de antemano el
tiempo que va a llevar atender cada una de las incidencias. Asi, la incidencia i-€sima
tardard #; minutos. La empresa quiere dar el mejor servicio posible a sus clientes y uno
de sus criterios es que éstos esperen lo menos posible a que se resuelva su problema.
Para ello la empresa pretende minimizar el tiempo medio de espera de sus clientes.
Vamos a estudiar como se aplica el esquema voraz para resolver este problema en los
siguientes casos:

1. La empresa sélo dispone de un experto para resolver las incidencias.

2. Laempresa dispone de E expertos para resolver las incidencias.

Empecemos con el caso 1. Este problema es un ejemplo de “Minimizacién del tiempo
en el sistema” descrito en el apartado 3.3.1. En €l se indica que, como n es conocido,
minimizar el tiempo medio de espera de los n clientes equivale a minimizar el tiempo
total que estan en el sistema todos los clientes. Si TE; es el tiempo de espera del cliente
i-€simo, se trata entonces de minimizar la expresion:

TE(n) = 2 TE;

i=1

Por lo tanto, en este caso se puede utilizar el esquema voraz ya que existe una funcion de
seleccion que garantiza obtener una soluciéon 6ptima. La funcién de seleccion consiste
en atender a los clientes en orden no decreciente de sus tiempos de atencion. La de-
mostracién de optimalidad y el coste computacional se pueden encontrar en el apartado
3.341.

En cuanto al caso 2, también se puede utilizar el esquema voraz ya que el objetivo es el
mismo. En este caso se disponen de E expertos para atender a los n clientes, por lo que
existen E expertos dando servicio simultineamente. La forma 6ptima de atender a los
clientes es la siguiente:

1. Se ordenan los avisos por orden no decreciente de tiempo de reparacion.

2. Se asignan los avisos por ese orden siempre al experto menos ocupado. En caso
de haber varios con el mismo grado de ocupacion, se escoge el de nimero menor.
Asi, si los avisos estdn ordenados de forma que #; < 1; si i < j, asignaremos al
experto k los avisos k,k+ E k+2E, ...
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3.10 Ejercicios propuestos

1.

(Puede un grafo tener dos arboles de recubrimiento minimo diferentes? Se pide,
en caso afirmativo, poner un ejemplo y, en caso negativo, justificar la respuesta.

Considere el problema de la mochila: tenemos una mochila de capacidad M, n
objetos con beneficios by,b;,bs3,...,b, y pesos pi,p2,p3,...,pn- El objetivo es
maximizar el valor de los objetos transportados, respetando la limitacién de la
capacidad impuesta M. Se pide indicar si este problema se podria resolver de
forma 6ptima con el esquema voraz en el caso de que cada objeto pueda meterse
en la mochila, no meterse, o meter la mitad del objeto obteniendo la mitad del
beneficio.

Considere el problema de la devolucién de cambio de monedas. Supongamos que
disponemos de un conjunto finito de tipos de moneda M = {my <m; <mp < --- <
my}, que my = 1y que m; = v;_j x m;_| para todo i entre 1 y n siendo v; | > 1.
Se pide demostrar que la estrategia voraz de seleccionar los tipos de moneda de
mayor a menor, cogiendo tantas unidades como sea posible de cada tipo hasta
llegar a la cantidad deseada C, da lugar a una solucién 6ptima.

. Un dentista pretende dar servicio a n pacientes y conoce el tiempo requerido por

cada uno de ellos, siendo t;, i = 1,2...,n, el tiempo requerido por el paciente i-
ésimo. Como todos los pacientes llegan cuando se abre la consulta, el objetivo
es minimizar el tiempo total que todos los pacientes estdn en la sala de espera.
Se pide identificar, si la hubiera, una funcién de seleccion que garantice que un
algoritmo voraz puede construir una planificacion optima. También habra que
demostrar la optimalidad de dicha funcién.

. Dado un conjunto {ry,rs,...,r,} de puntos de la recta real, determine el menor

conjunto de intervalos cerrados de longitud 1 que contenga a todos los puntos
dados.

Se pide demostrar lo siguiente o dar un contraejemplo: para el problema de “Mini-
mizacion del tiempo en el sistema” la planificacion de clientes por orden descen-
dente de tiempos de servicio da lugar a la peor planificacién posible.

. Tras unas lluvias torrenciales, las calles de una ciudad han quedado seriamente

dafiadas. La institucién competente no puede arreglar todas sus calles debido al
elevado coste que ello supondria, por lo que han decidido volver a pavimentar
s6lo aquellas que les permitan ir de una interseccion a otra cualquiera de la ciu-
dad. Quieren gastarse lo menos posible en la pavimentacion, teniendo en cuenta
que el coste es directamente proporcional a la longitud de las calles que hay que
pavimentar. Se pide proponer un algoritmo que resuelva de forma éptima este
problema, demostrando la optimalidad de la solucién e indicando su coste.




NOTAS BIBLIOGRAFICAS 103

8. Un hortelano posee n huertas, cada una con un tipo diferente de arbol frutal. Las
frutas han madurado y es hora de recolectarlas. La recoleccion de una huerta dura
un dia completo. Se sabe, para cada huerta, el beneficio de lo que obtendria por la
venta de lo recolectado. También se sabe los dias que tardan en pudrirse los frutos
de cada huerta. Se pide:

(a) Proponer una estrategia voraz que ayude al hortelano a decidir qué debe
recolectar y cudndo debe hacerlo de forma que maximice el beneficio.

(b) Estudiar si la estrategia utilizada para solucionar el apartado anterior es va-
lida también en el caso de que la recoleccién de cada huerta requiera un
nimero arbitrario de dias.

9. Se dispone de un conjunto de ficheros fi, f2,..., f, con tamanos Ij,l,...,l, y
de un disquete con una capacidad total de almacenamiento de D, siendo D <
Lh+hL+...+1, Sepide:

(a) Suponiendo que se desea maximizar el nimero de ficheros almacenados y
que se hace uso de una estrategia voraz basada en la seleccién de ficheros
de menor a mayor tamafio, indicar si dicha estrategia siempre obtendria una
solucién 6ptima. En caso afirmativo se pide demostrar la optimalidad y en
caso negativo poner un contragjemplo.

(b) En el caso de que quisiéramos ocupar la mayor cantidad de espacio en el
disquete independientemente del niimero de ficheros almacenados, juna es-
trategia voraz basada en la seleccion de ficheros de mayor a menor tamafio
obtendria en todos los casos la solucién 6ptima? En caso afirmativo se pide
demostrar la optimalidad y en caso negativo poner un contraejemplo.

10. Se desean asignar n tareas a n trabajadores de forma que cada uno realice una tarea
y se maximice el valor total de ejecutar las n tareas. Sea v;; > 0 el rendimiento de
que el trabajador i realice la tarea j. La asignacion de trabajadores a tareas corres-
ponde a la asignacion de valores 0 o 1 a las variables x;;, siendo 1 <iy j <n. Si
x;j = 1 significa que al trabajador i se le ha asignado la tarea j, y x;; = 0 significa
que al trabajador i no se le ha asignado la tarea j. El valor de una asignacion es
2. 2 vijXij- Se pide escribir dos algoritmos para dos funciones diferentes de selec-
cién. Una funcién asigna a un trabajador el mejor trabajo posible. La otra asigna
a un trabajo el mejor trabajador posible. Demuestra que ninguna de las funciones
conduce a una solucién 6ptima. Indica si una de las funciones es siempre mejor
que la otra.

3.11 Notas bibliograficas

[HS94] y [BB06] son dos referencias bésicas en algoritmia y por lo tanto también a la
hora de estudiar los algoritmos voraces. En [CLRS01] se pueden encontrar los funda-
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mentos tedricos de los métodos voraces. La demostracion de optimalidad del problema
del cambio de moneda esta tomada de [Gue0O]. El problema 3.7 estd inspirado en el
problema del “Camionero con prisa” de [Gue0O]. En este libro se pueden encontrar
otros problemas voraces resueltos, al igual que en [MOOMVO03]. En ambos se hallan las
soluciones de varios de los problemas propuestos en este capitulo. En [GA97] también
se pueden encontrar problemas resueltos.

En la Web se pueden encontrar animaciones de varios algoritmos voraces, como los de
Prim, Kruskal y Dijkstra, que pueden facilitar su comprension.



Capitulo 4

Divide y venceras

4.1 Planteamiento y esquema general

La estrategia de Divide y Vencerds es una técnica algoritmica que se basa en la descom-
posicion de un problema en subproblemas de su mismo tipo, lo que permite disminuir la
complejidad y en algunos casos, paralelizar la resolucién de los mismos.

La estrategia del algoritmo es la siguiente:

I v 'k .
e Descomposicion del problema en subproblemas de su mismo tipo o naturaleza.
e Resolucién recursiva de los subproblemas.

e Combinacidn, si procede, de las soluciones de los subproblemas.

Desde un punto de vista algoritmico, en la primera de las fases se determina el niimero y
tamafio de los subproblemas, siendo éste uno de los pasos determinantes para la comple-
jidad posterior del algoritmo. Seguidamente se realizan llamadas recursivas al algoritmo
para cada uno de lo subproblemas. Por dltimo, si es necesario, se combinan las solu-
ciones parciales y se obtiene la solucién del problema.

Este esquema aplica el principio de induccién sobre los diversos ejemplares del pro-
blema; de esta manera supone solucionados los subproblemas, y utiliza las soluciones
parciales de los mismos para componer la solucién al problema. Para casos suficiente-
menteé pequefios, el esquema proporciona una solucién trivial no recursiva, lo que equi-
vale a la base de la induccién.

El ejemplo conocido mds antiguo de aplicacién de una técnica recursiva similar es el del
algoritmo de Euclides (hacia el 300 a.C.) que calcula el Maximo Comuin Divisor de dos
enteros. Otras aplicaciones no algoritmicas conocidas eran las usadas también en proce-
sos de ordenacion y clasificacién. El esquema, desde el punto de vista algoritmico, no
aparece hasta 1946 en un articulo publicado por John Mauchly en el que acufiaba el tér-
mino Divide and conquer para identificar a esta técnica de descomposicién algoritmica
[Knu73].
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Un ejemplo sencillo de aplicacién de la técnica de Divide y Vencerds es la busqueda
binaria en un vector ordenado. Dado un vector v[1..n] de elementos ordenados, se puede
verificar la pertenencia de un valor x a dicho vector mediante el siguiente algoritmo:

fun Bbinaria(i,j:entero;v: vector [1..N] de entero; x:entero): booleano
var
m:entero
var
si i = j entonces
si v[i] = x entonces
dev verdadero
sino
dev falso
fsi
sino
m <+ (i+j) div 2
si v[m] < x entonces
bbinaria(i,m,v,x)
sino
bbinaria(m+1,j,v,x)
fsi
ffun

La llamada inicial incluye el vector completo:

Bbinaria(1,n,v,x)

El algoritmo comprueba en primer lugar si el problema es lo suficientemente pequefio
como para poder dar una solucién inmediata sin necesidad de volver a descomponerlo.
En este caso con vectores de tamaiio 1, el problema es resoluble de manera trivial.

En caso contrario el problema exige una descomposicién del vector en dos subvec-
tores, eligiendo proseguir la bisqueda en uno de ellos. Por ejemplo, sea el vector
v=(1,3,8,12,13,32,56) y buscamos el elemento x = 32.

La aplicacién del algoritmo genera la siguiente pila de invocaciones:

Bbinaria(1,7,(1,3,8,12,13,32,56),32) con m = 4

Bbinaria(1,n,v,x)
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Visto este ejemplo, podemos dar ya un esquema general de la técnica de divide y vencerds:

fun DyV(problema)
si trivial(problema) entonces
dev solucién-trivial
sino hacer
{p1,Pp2,...pk} < descomponer(problema)
para i € (1..k) hacer
si < DyV(pi)
fpara
fsi
dev combinar(sy, sy, ...5)
ffun

Los elementos del esquema son los siguientes:

Trivial y solucién-trivial: un problema es trivial si la solucién puede darse sin necesi-
dad de descomponer el problema. En tal caso, una funcién se encarga de dar la
solucién a un problema de tamafio suficientemente pequefio.

Descomponer: realiza la divisién del problema en subproblemas. La descomposicion
exige que los subproblemas sean de menor tamafio que el problema inicial. El
tipo de sucesién formada por los sucesivos tamafios del problema y el nimero de
subproblemas determinan la complejidad algoritmica.

Combinar: aplicando el principio de induccidn, se dan los subproblemas por resueltos.
En estas condiciones, lo que queda por abordar desde el punto de vista algorit-
mico es como realizar (si es el caso) la combinacién de las soluciones de los
subproblemas para obtener la solucién del problema final. Si no hay que realizar
combinacién de soluciones el tipo de problema se conoce como reduccion.

La técnica divide y vencerds se basa en una extension del principio de induccién, que
nos indica que para probar un aserto general (vdlido para cualquier nimero natural)
éste puede ser demostrado para un caso particular de tamafio suficientemente pequefio
y luego, supuesto cierto para tamaiio k, demostrar que lo es para k+ 1. En el caso de
la técnica algoritmica, el problema se descompone en uno o méas subproblemas y se
suponen resueltos por separado, para posteriormente combinar las soluciones parciales
en una solucién global.

La principal dificultad de este tipo de algoritmos estd en determinar cémo combinar
las soluciones. Generalmente se tiende a razonar su solucién haciendo hincapié en las
sucesivas recursiones que llevan al problema trivial. En general para una estrategia de
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resolucién hay que plantearse mdas bien cémo componer una solucion al problema inicial
suponiendo conocidas las soluciones a los problemas parciales. Por tltimo, se aborda el
caso trivial.

El coste de este tipo de algoritmos depende de cudntas descomposiciones se realicen y
del tipo de decrecimiento de las sucesivas llamadas recursivas a los subproblemas. En
general se plantea una ecuacién de recurrencia del tipo:

T(n) = aT (n/b) + cn*

en el caso de un decrecimiento del tamafio del problema en progresion geométrica. O
bien del tipo:

T(n) = aT (n—b) + cn®

para decrecimientos en progresion aritmética.

En ambos casos a es el nimero de subproblemas en los que se descompone el problema
inicial, b es el factor de reduccién del tamafio y la expresion polindmica indica el coste
de la funcién de combinacién de las soluciones parciales. Si k = 0 hablamos de un
problema de reduccion. Es el caso del algoritmo de la bisqueda binaria que acabamos
de exponer.

Las ecuaciones de recurrencia del tipo:

T(n) = cnk ,sil<mn<b
“ | aT(n/b)+cn* ,sin>b

tienen la siguiente resolucién:

e(n*) ,sia< b
T(n) €{ O(nflogn) ,sia=>dF
O(n'°%) | sia> bk
y las del tipo:
cnk ,sil<n<b
T(n)—{ alT(n—b)+cn* ,sin>b

tienen la siguiente resolucion:
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4.2 Ordenacion por fusion (Mergesort)

La ordenacién por fusion es otro ejemplo sencillo para entender la técnica de divide y
vencerds. Dado un vector de enteros, lo que plantea es dividir el vector por la mitad e
invocar al algoritmo para ordenar cada mitad por separado. Tras ésta operacién, s6lo
queda fusionar esos dos subvectores ordenados en uno sélo, también ordenado.

La fusién (merge) se hace tomando, sucesivamente, el menor elemento de entre los que
queden en cada uno de los dos subvectores.

El algoritmo de ordenacién Mergesort queda como sigue:

fun Mergesort (T: vector [1..n] de entero): vector [1..n] de entero
var
U: vector [1..n] de entero, V: vector [1..n] de entero
fvar
si trivial(n) entonces Insertar(T[1..n])
sino
Ull.1+ |n+2]|] < T[l..|n=2]]
V[1.1+4 [n+2]] < T[1+ [n+2]..n]
Mergesort(U)
Mergesort(V)
Fusionar(U,V,T)
fsi
ffun
Se utiliza el algoritmo de ordenacién por insercion para los tamafios pequefios. La com-
binacién de las soluciones parciales es la mezcla o fusién de los subvectores ordenados:

fun Fusionar (U:vector [1..n+1] de entero,V:vector [1..m+1] de entero,T:vector [1..m+n]
de entero)
var
i,j: natural
fvar
i,j+1
Um+1,Vin+1] ¢
para k < 1 hasta m + n hacer
siU[i] < V[j]
entonces 7 [k] < U]i]
i+—i+1
sino T'[k] «+ V|[j]
i+ j+1
fsi
fpara
ffun
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Puesto que tanto la separacion en dos subvectores como su posterior fusion tiene coste
lineal, la ecuacion de recurrencia es:

T(n)=2T(n/2)+cn
cona=b=2yk=0,es decir, t(n) € O(nlogn).

4.3 El puzzle tromino

Un tromino es una figura geométrica compuesta por 3 cuadros de tamafio 1 X 1 en forma
de L. Sobre una reticula cuadrada de n x n (siendo n = 2%) se dispone un cuadrado
marcado (en negro, por ejemplo) de tamafio 1 x 1 y el resto vacio. El problema consiste
en rellenar el resto de la cuadricula de trominos sin solaparlos y cubriéndola totalmente,
exceptuando el cuadrado mencionado. Aunque en una primera aproximacién puede
pensarse que se trata de un problema resoluble tinicamente mediante exploracion ciega
y la técnica de vuelta atrds, hay una manera de realizarlo mediante divide y vencerds si
se cumple la condicién de que n sea potencia de 2.

Bl

Figura 4.1: Rotaciones de un tromino

De esta manera, supongamos que tenemos que resolver el problema para un tamafo
8 x 8. Partimos de una cuadricula vacia y con una de las casillas sefialada en negro.
Esta casilla no podréd usarse ni solaparse con trominos. El resto de las casillas deben
rellenarse con trominos en cualquiera de las orientaciones posibles, como se muestra
en la figura 4.1. Se supone que se dispone de un numero ilimitado de ellos (no hay
limitaciones respecto al nimero de veces que se usa cada orientacion).

Para abordar el problema partimos de la demostraciéon de que es posible dividir el resto
de las cuadriculas en grupos de 3, es decir, que n> — 1 es miiltiplo de 3, con 7 = 2¥. Vemos
que para k = 1 se cumple. Por induccién, suponemos cierto que 2% — 1 es miiltiplo de
3, es decir que2?* — 1 = 3p con p un valor natural. Veamos ahora el paso de induccién:

QUKL _ 1 —9%+2 _ 1 —920% _ 1 —4(3p+1)—1=12p+3=3(4p—1)

Pasamos a razonar ahora sobre el algoritmo. La manera de resolver el problema es dividir
el cuadrado en 4 cuadrantes. Aquel que tiene la casilla negra (casilla marcada) queda
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Figura 4.2: Reticulo con casilla en negro

como estd. A continuacién ubicamos un tromino en el centro del tablero de manera que
esté orientado hacia el cuadrante con la casilla negra. Cada uno de los 3 cuadrantes
que intersecan con el tromino usardn como casilla marcada la interseccién con el mismo
(figura 4.3). Seguidamente para cada uno de los cuadrantes, se llama recursivamente a
la funcién.

Figura 4.3: Proceso de resolucion en primera recursion
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Los elementos del esquema aplicados al problema son los siguientes:

Caso trivial: para el caso de que n = 2 podremos dar una solucién si una de las casillas
es la casilla en negro o estd marcada. En este caso elegimos una de las rotaciones
posibles del tromino y lo colocamos completando la reticula de 2 x 2.

Descomponer: los cuadrados de tamafio 2 x 2% se descomponen en 4 cuadriculas 2¢~! x
2k=1 Cada uno de ellos tendré una casilla marcada. Una de estas casillas serd la
casilla en negro inicial. Las otras 3 casillas marcadas serdn las 3 casillas del tro-

mino colocado en el centro del tablero, como indica la figura 4.3

Combinar: se recogen en el cuadrado solucion los triminos ubicados en cada uno de

los cuadrantes.

Figura 4.4: Proceso de resolucion en segunda recursion

Consideremos los pardmetros del algoritmo, que debe contener un tablero 7', el tamafio
del mismo, n y la posicién de la casilla marcada, que denominaremos m. El algoritmo

queda como sigue:

fun Tromino(T:matriz [1..n,1..n] de natural,n,m:natural)

var
T\,T,, T3, T4 :matriz [1..n,1..n] de natural

fvar

si n = 2 entonces
T < colocaTromino(T,m)
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devT

sino
m' < esquina cuadrante con casilla negra
colocaTromino(7',m’)
T, T, T3, Ty < dividir T en 4 cuadrantes
tromino(7y,n/2,m;)
tromino(7,n/2,m;)
tromino(73,n/2,m3)
tromino(7y,n/2,my4 )

fsi

T < combinar(77,1>,13,14)

dev T

ffun

El coste del algoritmo se calcula a partir de la expresién de T'(n) =4T (n/2)+c, con b=
2,a =4y k=0. Se suponen unitarias la descomposicién de 7" en subcuadrantes y la su-
perposicion de éstos en 7. De no ser asi, podria formularse el algoritmo parametrizando
cuadrantes directamente en la variable 7. El resultado de la ecuacién cuando a > b es
O(n'°2:%), es decir @(n?) u orden cuadritico.

4.4 Ordenacion rapida (Quicksort)

En la ordenacién por fusién se pone el énfasis en como combinar los subproblemas
resueltos, mientras que la operacién de descomponer en subproblemas es trivial.

Sin embargo, si al descomponer el vector, los elementos del primer subvector fueran
todos menores o iguales que los del segundo subvector, no habria que realizar ninguna
operacion de combinacién. En este caso, la descomposicion es algo mas compleja, pero
la combinacion es trivial.

Esta es la idea que subyace al algoritmo quicksort, presentado por primera vez en [Hoa62]
y que realiza el siguiente proceso:

e Toma un elemento cualquiera del vector denominado pivote.

e Toma los valores del vector que son menores que el pivote y forma un subvector.
Se procede andlogamente con los valores mayores o iguales.

e Se invoca recursivamente al algoritmo para cada subvector.

Para realizar la descomposicion, se suele elegir como pivote el primer elemento del
vector. Para almacenar los subvectores, se puede usar el propio vector situando los
menores que el pivote a su izquierda, y los mayores a su derecha. Una forma eficiente
de realizar este proceso es comenzando a recorrer el vector por ambos extremos. En
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el recorrido de izquierda a derecha, nos detenemos cuando se encuentre un elemento
mayor que el pivote. En el recorrido de derecha izquierda, nos detenemos al encontrar
un elemento menor que el pivote. Entonces se intercambian ambos elementos, y se
prosigue el recorrido. Cuando los recorridos se cruzan, el vector estd descompuesto
satisfactoriamente:

fun Pivotar (T:vector [i..j] de entero)
var
p.k:entero
fvar
p < T[]
ki l+j+1
repetir k < k+ 1 hasta T[k] > pVk> j
repetir [ < /— l hasta T[[|] < p
mientras k < [ hacer
intercambiar(T,k,])
repetir k < k+ 1 hasta T'[k] > p
repetir [ < [ — 1 hasta T[I] < p
fmientras
intercambiar(T,i,1)
ffun
Por ejemplo, dado el vector [5,6,9,3,4,1] el resultado de pivotar sobre el primer elemento
del vector (el valor 5 en negrita) compondra el vector [3,4,1,5,6,9]. Una vez establecido
el procedimiento de pivote, el algoritmo es muy sencillo:

fun Quicksort (T[i..j])
si trivial(j-i) entonces Insertar(T[i..j])
sino
Pivotar(T'[i.. j],1);
Quicksort(7'[i..] — 1]);
Quicksort(7T' [+ 1..7])
fsi
ffun

Para que sea eficiente, la descomposicién en subproblemas tiene que ser equilibrada. En
el caso peor en el que el pivote fuera el menor (o el mayor) valor del vector generariamos
un vector de un solo elemento y otro vector con los demés. En ese caso, necesitamos
O(n) llamadas recursivas, y como Pivotar tiene un coste lineal, el algoritmo es de orden
O(n?). A pesar de esta aparente contrariedad, el algoritmo es el mejor conocido en el
caso promedio. Se puede encontrar una demostracion detallada del coste en [BB90],
asi como técnicas de eleccion del pivote. De hecho es interesante comentar que si se
utiliza como pivote la mediana del vector, o que requiere un tiempo lineal, se puede
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pivotar alrededor de ella en tiempo O(n) y entonces el algoritmo quicksort mejorado
seria O(nlogn) incluso en el caso peor. Sin embargo, la constante oculta se vuelve
tan grande que lo hace menos eficiente que otros algoritmos como la ordenacién con
monticulo (ver pag. 42).

Otra eleccidn interesante es el tamafio umbral a partir del cual llamar a otro algoritmo
como el de ordenacién por insercién. En [Knu73], por ejemplo, se recomienda utilizar
otro algoritmo para valores de n por debajo de 9.

4.5 Calculo del elemento mayoritario en un vector

Dado un vector v[1..n] de nimeros naturales, se quiere averiguar si existe un elemento
mayoritario, es decir que aparezca al menos n/2+ 1 veces en el vector.

Siguiendo los pasos indicados en la exposicién del esquema, la descomposicién puede
ser en 2 subproblemas de tamafio n/2, que es la més eficiente. En cuanto a la combi-
nacién de los subproblemas resueltos, el algoritmo nos debe proporcionar bien el valor
mayoritario o bien indicarnos que éste no existe. Por ejemplo, en este caso, si se tienen
valores naturales en el vector podemos acordar el resultado —1 como indicador de in-
existencia de elemento mayoritario, y valores positivos para el elemento mayoritario de
ese subvector. Como caso trivial tendremos los vectores de un unico elemento, cuyo
elemento mayoritario es €l mismo.

Partimos del esquema principal y particularizamos:

fun Mayoritario(i,j:natural;,v:vector [1..n] de natural): entero
var
m:natural
S1,82:entero
fvar
si i = j entonces
dev v[i]
sino
m<+ (i+j)+2
s1 < Mayoritario(i,m,v)
§p, <— Mayoritario(m+1,j,v)
dev Combinar(s ,s7)
ffun

La funcién de combinacién debe recibir los valores s1 y 57 y decidir qué implicaciones
tienen con respecto del vector inicial. Los casos que se nos pueden presentar son los
siguientes:

e 51y 52 valen ambos —1. En tal caso, incluso si s; = s2, no hay elemento mayori-
tario, ya que al menos una de las dos mitades debe tener uno.
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e Uno de los dos valores es —1 y otro no. En este caso un subvector tiene un ele-
mento mayoritario. Para comprobar si es mayoritario en el resto del vector lo que
hacemos es comprobar si ocurre n/2 + 1 mds veces.

e Ambos valores son iguales y no negativos, lo que indica que dicho valor es el
elemento mayoritario.

e Ambos valores son no negativos, luego ambos son candidatos a ser mayoritario y
habra que realizar dos comprobaciones.

La funcién Combinar queda por tanto como sigue:

fun Combinar (a,b:entero;v:vector [1..n] de natural):entero

sia= —1Ab=—1 entonces dev -1 fsi
sia= —1Ab # —1 entonces dev ComprobarMayoritario(b,v) fsi
sia # —1 Ab = —1 entonces dev ComprobarMayoritario(a,v) fsi

sia# —1 A b # —1 entonces
si ComprobarMayoritario(a,v) = a entonces dev a
sino si ComprobarMayoritario(b,v) = b entonces dev b fsi
fsi
fsi
fun
Por ultimo la funcién ComprobarMayoritario recorre el vector y cuenta las apariciones
del argumento para ver si son mds de n/2; en tal caso devuelve el valor pasado como
argumento para su comprobacion, y en caso contrario devuelve —1.

fun ComprobarMayoritario (x:natural;v:vector [1..n] de natural):entero
var
c:natural
fvar
c+1
para k < 1 hasta n hacer
si v[k]=x entonces ¢ < ¢+ 1 fsi
fpara
si ¢ > n entonces dev c sino dev -1 fsi
ffun
La funcién de recurrencia asociada es la siguiente:

T(n) =2T(n/2)+cn

ya que en el peor caso, es necesario recorrer el vector tras las llamadas recursivas para
contar los elementos mayoritarios. En este caso tenemos a = b =2y k =0 y por tanto:
t(n) € ©(nlogn).
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4.6 Liga de equipos

Supongamos que 7 equipos (con n = 2¥) desean realizar una liga. Las condiciones en
las que se celebra el torneo son las siguientes: cada equipo puede jugar un partido al dia,
y la liga debe celebrarse en n — 1 dias. Damos por hecho que disponen de suficientes
campos de juego.

El problema plantea la realizacion de un calendario en el que por cada par de equipos se
nos indique el dia en que juega. La solucién tendré por tanto forma de matriz simétrica
con M|e;,e;] = d;; indica que el equipo ¢; juega el dia = d;; con el equipo e;.

| €1 (5] ()
(4] - 3 1
e | 3 - o1
e, | 1 4 -

En este caso se puede comprobar que podemos realizar una descomposicién en sub-
problemas de tamafio n/2 que pueden darse por resueltos en n/2 — 1 dias. En este punto
tenemos por tanto dos conjuntos disjuntos de equipos que ya han jugado entre si; sean
CA = {61,62,'--78;1/2} Y= {en/2+l 7€n/2+27---7€n}-

El resultado del problema se puede almacenar en una tabla 7'[1..n, 1..n] simétrica como
la de la figura anterior, con 7'[i, j] = d;j, siendo d;; el dia del partido entre el equipo e;
y el equipo e;. El algoritmo por tanto necesita tener como argumento, tanto los equipos
que juegan como el dia en que empieza el torneo.

Para la resolucién algoritmica, partimos del esquema principal y particularizamos cada
uno de los elementos del esquema:

Caso trivial: laliga consta de s6lo dos equipos e; y ej y jueganenn—1=2—1 =1 dias.
Es decir, dos equipos que juegan empezando el dia d, pueden jugar ese mismo dia.
El resultado es una entrada en la tabla 7" que consigne el encuentro entre ¢; y ¢; €l
dia d de la forma T'[i, j] =d.

Descomponer: si el rango inicial es 1..n, la particién serfa [1..n/2] y [n/2+ 1..n]. Ge-
neralizando y usando los pardmetros del algoritmo, el torneo se circunscribird a
los equipos del i al j, con lo que si hacemos m = (i+ j— 1) /2 un rango seré del i al
my otro del m+ 1 al n, ambos con n/2 equipos, considerando n como el nimero
de equipos correspondiente al rango i..;.

Combinar: para combinar, tenemos que aplicar el principio de induccién sobre los
subproblemas y darlos por resueltos. Suponemos que los conjuntos de equipos
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ca={e1,€2,-,en2} Y cB = {€/241,€n/242,---,€x} han jugado ya todos entre si
y en los primeros n/2 — 1 dias. A continuacién, tenemos que ver la manera de
organizar los partidos que faltan en los dias que quedan hasta los n — 1 de que
disponemos. Esto implica que los equipos que todavia no han jugado entre si
deben hacerlo en n/2 dias. Y ;quienes faltan por jugar? Pues evidentemente
equipos de c4 frente a equipos de cp, ya que ambos conjuntos tienen interseccion
nula y en el seno de los mismos se ha completado ya la liga (han jugado ya todos
con todos).

Consiguientemente, pongamos a los componentes de c4 frente a los de cp y rea-
licemos el dia n/2 el primer torneo entre equipos de ambos conjuntos. Este primer
dia pueden enfrentarse por ejemplo e} con e,/5, 1, €2 CON €,/2,7, etc. hasta e,/
con e,. Al dia siguiente desplazamos una posicion a los componentes del segundo
conjunto para que e; ahora juegue con e, /2.7, €2 CON €,/3,3, €,/2—1 CON €, y asi
sucesivamente.

A partir de este andlisis, la realizacion del algoritmo es sencilla. En primer lugar fijamos
el caso trivial y la descomposicién en subproblemas con sendas llamadas recursivas a
la funcién. Para el caso de la combinacion de las soluciones parciales, llamamos a otra
funcién auxiliar que nos resuelva lo que queda de torneo.

El algoritmo tendrd 3 pardmetros: el equipo inicial i, el equipo final j y el dia que
comienza el torneo (por ejemplo el dia d = 1). La llamada inicial es:

torneo(1,n,1)

equivalente a organizar un torneo entre los equipos del 1 al n empezando el dia 1. Para el
caso general, si se organiza la liga comenzando el dia d entre los equipos del subconjunto
C ={i..j}, éstos partidos se deberan jugar en ¢ — 1 dias, con ¢ = cardinal (C) = j—i+1,
y terminar el dia d +c — 2.

El algoritmo queda como sigue:

fun Torneo(i,j,d:natural)

var

m,n: natural;

fvar

m +(i+j-1)/2;

n < j-i+l;

si n = 2 entonces

T[] - d;

sino

Torneo(i,m,d)
Torneo(m+1,j,d)
Combinar(i,j,d+1)
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fsi
ffun
La funcién combinar organiza la liga entre los subconjuntos disjuntos c4 y cg menciona-
dos anteriormente. Como hemos comentado antes, esta funcién recorrerd el segundo
conjunto usando aritmética modular para realizar el desplazamiento y la asignacion de
partidos. Por cada desplazamiento se consume un dia. Hay por tanto dos bucles anida-
dos: uno que realiza el desplazamiento, y otro que recorre los elementos de ambos
conjuntos y asigna el dia del encuentro entre los mismos.
El dia n/2 (el dia siguiente a la finalizacion de los subproblemas) comenzariamos los
encuentros entre equipos de los conjuntos {e;..e,,} y {€nt1..€;}, organizandolo de la
siguiente manera:

El dia n/2:
e; €41 €m
| |
€m+1  Cmy2 ... €;
Eldian/2+1:
€ €it1 v Em—1 €m
| I I I
€m+2  €m+3 ... €j €m+1

Y asi sucesivamente hasta el dian — 1:

é; €it+1 €m
|

€j  €mt1 €j—1

Para realizar las rotaciones se utiliza la aritmética modular. El algoritmo que queda
para realizar las rotaciones y asignar los equipos y fechas de juego en la tabla T es el
siguiente:

fun Combinar(i,j,d:natural)
var
m,n,s,t: natural
a,b: natural
fvar
m +(@+j-1)/2
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n < j-i+l
para s < 0 hasta n-1 hacer
para t < 0 hasta n-1 hacer

a < i+t
b + (m+s+1) mod (j+1)
T[a,b] «+ d+s
fpara
fpara
ffun

El bucle en s representa las rotaciones. El bucle interior en ¢ representa los partidos
para la rotacién s. El coste del algoritmo de combinacidén es cuadratico, considerando
n = j—i+1 el tamafio del problema. En tal caso, la ecuacién de recurrencia queda
T(n) =2T(n/2) +cn* cona=2,b =2y k=2 con lo que siendo a < b* la ecuacién
tiene solucién cuadritica con coste O(n?).

4.7 Skyline de una ciudad

Sobre una ciudad se alzan los edificios dibujando una linea de horizonte (conocida
como skyline). Supongamos una ciudad representada por un conjunto de edificios C =
{e1,e2,...en} y cada edificio representado por un rectdngulo sobre un eje de coorde-
nadas. El problema consiste en calcular la linea de horizonte de la ciudad, en forma de
una secuencia de puntos sobre el plano.

LA

Figura 4.5: Una ciudad, con edificios

El problema se puede descomponer en subproblemas de menor tamafio y de la misma
naturaleza. La figura 4.5 ilustra un problema con 5 edificios y su solucién se ilustra en
la figura 4.6. Supongamos sin perder generalidad que n = 2% y que elegimos dividir
el problema en subproblemas de tamafio n/2. La solucién de cada subproblema es una
linea de horizonte, formada por una lista de puntos en el plano.
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Cada subproblema nos proporciona una linea de horizonte, representada por una lista
de puntos. La combinacién de los subproblemas es recorrer ambas, y elegir en cada
momento el punto de mayor ordenada.

Figura 4.6: El skyline de la ciudad anterior

Sea por tanto el algoritmo a partir del esquema general el siguiente:

fun DyV(problema)
si trivial(problema) entonces
dev solucién-trivial
sino hacer
{p1,p2,...pr} < descomponer(problema)
para i € (1..k) hacer
si <= DyV(pi)
fpara
dev combinar(sy, s, ...5¢)
ffun

Y refinamos el esquema:

Caso trivial: el caso trivial es realizar el skyline de un edificio.
Descomponer: ¢l conjunto de edificios se divide en dos mitades iguales.

Combinar: suponemos, por induccién resuelto el problema, es decir, que la entrada
a este algoritmo son dos soluciones consistentes en sendas lineas de horizonte.
La combinacién consiste en fusionar estas lineas de horizonte eligiendo la mayor
ordenada para cada abcisa donde haya edificios.

Nos ocupamos ahora de la estructura de datos. Para representar los edificios podemos
elegir triadas del tipo e; = (x1,x2,%) con las coordenadas representando la posicién ini-
cial y final y la 4 la altura del mismo. Por otro lado, el tipo de datos TipoSkyline que
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describe las lineas de horizonte se pueden representar como una concatenacioén de posi-
ciones y la altura a partir de dicha posicién s = (x1,h1,x2,h2, .., Xk, It ), siendo x la abcisa
y h la ordenada (altura) del edificio en ese punto. Cada uno de los pares x;, /; representa
transiciones bien entre un edificio y otro, o bien entre un edificio y la linea de horizonte.

Pasamos a escribir el algoritmo principal a partir de las consideraciones y el refinamiento
realizados:

fun Edificios(C: vector [1..n] de edificio; i,j:natural): TipoSkyline
var
m,n: natural
fvar
m <—(i+j-1)/2
n < j-i+l
si n =1 entonces
dev convierte_edificio_en_skyline(C[i])
sino
s1 < Edificios(C,i,m)
52 +— Edificios(C,m+1,j)
s < Combinar(sy,s2)
dev s
fsi
ffun

Nos queda ahora programar las funciones auxiliares. Se deja al lector la funcién para
el caso trivial y nos centramos en la funcién de combinacién, que fusiona dos lineas de
horizonte. En este caso, lo apropiado es ir ordenada por ordenada, eligiendo en cada
caso, la altura mayor. La idea es llevar dos contadores, uno por cada linea de horizonte.

L

Figura 4.7: Una ciudad, con 4 edificios
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fun Combinar(s1,s2: TipoSkyline)
var
i,j,k: natural
fvar
n < sl.longitud()
m < s2.longitud()
s1, <+ ExtraeOrdenadas(s1)
s1;, < ExtracAlturas(s1)
52, < ExtraeOrdenadas(s2)
52y <+ ExtracAlturas(s2)
i—1;j+«1
k< 1;S+[]
mientras (i <n)V (j < m) hacer
X < min(s1[i],s2[j])
si s1,[i] < 52,[j] entonces
max < max(s1y[i],s2,[j — 1])
i+ i+l
sino
si s1,[i] > s2,[j] entonces
max < max(s1y[i — 1],524[7])
j< i+l
sino
max < max(s1p[i],s2p[j])
i+ i+l
jj+l
fsi
fsi
Sx[k] < x
Sulk] < max
k < k+1
fmientras
S+ S, USy
dev S
ffun
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Finalmente apliquemos el algoritmo al ejemplo de los 4 edificios de la figura 4.7, re-

presentados por el vector:

¢, =1{(1,3,3)(1,6,2)(2,4,4)(6,7,3)}
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Figura 4.8: Linea de horizonte resultante

El resultado seria la secuencia siguiente, correspondiente con la figura 4.8:

4.8

§=(1,3,2,4,4,2,6,3,7,0)

Ejercicios propuestos

. Se pide realizar la multiplicacién de dos polinomios, representados mediante dos

vectores de coeficientes, usando la técnica de divide y vencerds. Obtener una
complejidad mejor que O(n?).

. Se tienen 3 postes y n discos horadados e insertables en los postes. Los discos

son todos de diferentes didmetros, y se disponen inicialmente en el primer poste
ascendentemente de mayor a menor didmetro. El problema consiste en pasar los
discos del poste 1 al 3 con las siguientes condiciones: (1) solo se puede mover un
disco al mismo tiempo y (2) no se puede colocar un disco sobre otros de menor
didmetro.

. Considerando que disponemos de una representacion en forma de vector de nime-

ros grandes, representados los digitos por valores del vector, se pide disefiar un
algoritmo que proporcione un mecanismo de multiplicacién de dos nimeros.

Se tiene un vector de enteros no repetidos y ordenados de menor a mayor. Disefiar
un algoritmo que compruebe en tiempo logaritmico si existe algiin elemento del
vector que coincida con su indice.

Implementar una funcién exponencial(x,n) que calcule x” usando la estrategia de
divide y vencerds.
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6. Disenar un algoritmo que permita el célculo de la expresion f, = af,—3+bfp—2+
cfu—1 en tiempo logaritmico. Utilizar para ello la expresion:

01 0 fn—3 fn—2
0 0 1 fn—z = fﬂ— 1
a b c foi Fu

Parametrizar la funcién para calcular el término n-ésimo de la funcién de fibonacci.

7. Dado un vector de naturales con algunos elementos duplicados, eliminar los ele-
mentos duplicados del vector mediante un algoritmo con coste O(nlogn)

8. Resolver el elemento mayoritario de un vector A en tiempo lineal mediante una
estrategia de divide y vencerds. Para ello empareja los elementos de A arbi-
trariamente para obtener n = 2 pares. Para cada par, si ambos son diferentes,
descartarlos, si son iguales, dejar uno. Comprobar que tras este paso, podemos
dejar de considerar al menos n = 2 elementos de A y que el resto del vector tiene
un elemento mayoritario si y solo si A lo tiene.

9. Dada una nube N de k puntos en un plano N = {(ay, by ), (az,b2),...(ak, bx) }, hallar
los dos puntos mds cercanos entre ellos mediante un algoritmo de tipo divide y
venceras.

4.9 Notas bibliograficas

El esquema de divide y venceras estd descrito ampliamente en [BB06] y algunos de los
ejercicios en [GA97]. Por otro lado, en la parte de ordenacion, la referencia clésica es
[Knu73] y [BB06] y la elaboracién didéctica estd basada en parte en [GAO1].

Algunos de los ejemplos mencionados han sido sacados de textos cldsicos como [AP89],
[AHU98] y [BB06]. Varios de los ejercicios propuestos, como el de la sucesién de
fibonacci generalizada y el del elemento que coincide con su indice estdn resueltos en
[GA97].



Capitulo 5

Programacion dinamica

Este capitulo estd dedicado a presentar la técnica de la Programacién Dindmica. Esta
técnica se caracteriza por registrar resultados parciales que se producen durante la reso-
lucién de algunos problemas y que se utilizan repetidamente. De esta forma se consigue
reducir el coste de computo, al evitar la repeticion de ciertos célculos.

Presentamos el esquema general ejemplificando su aplicacién al problema de la cons-
truccién de la sucesion de los nimero de Fibonacci. Después se presentan diversos pro-
blemas en los que esté técnica nos permite reducir el coste de computo: los coeficientes
binomiales, la devolucién de cambio, el viaje por el rio, la mochila, la multiplicacién
asociativa de matrices, la busqueda del camino de coste minimo entre nodos de un grafo
dirigido, y la distancia de edicién. En cada caso se estudian la forma que toman los dis-
tintos elementos del esquema para el problema tratado y el coste del algoritmo resultante.
El estudio detenido de estos problemas debe permitir al lector abordar los problemas que
se proponen al final del capitulo. Para resolverlos se seguirdn los pasos indicados en los
problemas desarrollados a lo largo del capitulo. Antes de abordar este tema se aconseja
haber estudiado el capitulo dedicado a la técnica de Divide y Vencerds, que en algunos
problemas comparte ciertos elementos con el esquema que ahora se presenta.

5.1 Planteamiento general

La programacién dindmica es una técnica mediante la que se reduce el coste de ejecu-
cién de un algoritmo memorizando soluciones parciales que se necesitan para llegar a
la solucién final. Algunos casos en los que es aplicable son problemas que también se
pueden abordar con el esquema “divide y venceras”, presentado en el capitulo 4. En
este esquema un problema se va dividiendo en subproblemas de tamafio menor que el
original. Estas divisiones sucesivas del problema se plantean generalmente en forma de
algoritmos recursivos. Una condicién para que estos algoritmos sean eficientes es que
no haya llamadas repetidas en la secuencia de llamadas recursivas. Cuando ocurren es-
tas repeticiones conviene recurrir al esquema de programacién dindmica, almacenando
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los resultados ya calculados para reutilizarlos. La programacion dindmica también es
aplicable a muchos problemas de optimizacién cuando se cumple el Principio de Opti-
malidad de Bellman [Bel57] que dice que dada una secuencia optima de decisiones, toda
subsecuencia de ella es, a su vez, Optima. La resolucién del problema requerira buscar la
solucién 6ptima para muchas subsecuencias que pudieran formar parte de la secuencia
Optima final.

Generalmente los resultados parciales que se producen al aplicar algoritmos correspon-
dientes a este esquema se almacenan en una tabla, de la que se toman cuando el algo-
ritmo los vuelve a necesitar. Los primeros datos que se almacenan corresponden a los
subproblemas mds sencillos, y a partir de ellos se van construyendo de forma incremen-
tal las soluciones a subproblemas mayores, hasta llegar a la del problema completo. La
reduccién del coste en tiempo de €sta técnica supone un incremento en el coste espacial,
ya que el almacenamiento de las soluciones parciales requiere incrementar el espacio
dedicado a los datos.

La forma de aplicacién es muy dependiente del problema y de las estructura de datos que
se utilicen en su resolucién. Sin embargo, podemos establecer la siguiente secuencia de
acciones que se requieren para la aplicacion de esta técnica:

e Establecimiento de las ecuaciones que representan el problema.
e Identificacién de los resultados parciales.
e Construccion de la tabla de resultados parciales:

— Inicializacién de la tabla con los casos base que establece la ecuacion del
problema.

— Establecimiento del orden de llenado de la tabla, de forma que se calculen
en primer lugar los resultados parciales que requieren pasos posteriores.

— Sustitucion de Ias llamadas recursivas del algoritmo por consultas a la tabla.

Para entender el funcionamiento del esquema veamos como se aplican estos puntos a la
resolucion de un problema muy sencillo, la construccion de la sucesion de los nimeros
de Fibonacci. Esta sucesion se puede representar por la ecuacion:

1 si n=0,1

Fibonacci(n) =
() Fibonacci(n— 1) + Finonacci(n—2) si n>1

que se implementa de forma directa por el siguiente algoritmo recursivo:

fun Fib(n: entero): entero
si n < 1 entonces
dev 1
sino
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dev Fib(n-1) + Fib(n-2)
fsi
ffun

Sin embargo, este algoritmo tiene un tiempo de ejecucién que crece exponencialmente
con n. Podemos mejorar la eficiencia disefiando un algoritmo de coste lineal si vamos al-
macenando los resultados parciales de la serie. Por ejemplo, para calcular Fibonacci(10)
necesitamos conocer el valor de Fibonacci(9) y de Fibonacci(8), pero Finonacci(8) ya
lo hemos calculado al calcular Fibonacci(9). Lo mismo ocurre con términos anteriores
de la serie. Por lo tanto basta utilizar una tabla para almacenar los términos nuevos que
se van calculando.

Fibonacci(0) | Fibonacci(1) | --- | Fibonacci(n)

Ahora podemos escribir un algoritmo iterativo de coste lineal para calcular la secuencia
utilizando los valores almacenados en la tabla:
fun FibDin(n: entero): entero
var
i,suma: entero
t: tabla[0..1] de entero
fvar
si n < 1 entonces
dev 1
sino
t[0] « 1
t[1] « 1
para i < 2 hasta n hacer
tli] < t[i-1] + t[i-2]
fpara
fsi
ffun

Podemos reducir la complejidad espacial del algoritmo si notamos que en este caso s6lo
necesitamos los dos tltimos términos almacenados. Si almacenamos tinicamente los dos
tltimos términos podemos prescindir de la tabla y la complejidad espacial pasa de O(n)
a O(1) con el siguiente algoritmo:
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fun FibDin2(n: entero): entero
var
i,suma,f,g: entero
fvar
si n < 1 entonces
dev 1
sino
f+1
g1
para i < 2 hasta n hacer
suma < f+g

g+ f
f «+ suma
fpara
fsi
ffun

A continuacién vamos a ver varios problemas en los que la programacién dindmica nos
permite disefiar algoritmos eficientes. Tendremos asi una perspectiva de los casos més
comunes de aplicacién y sus detalles técnicos.

5.2 Los coeficientes binomiales

Los coeficientes binomiales se utilizan en combinatoria para calcular combinaciones de
elementos, es decir, el niimero de formas en que se pueden extraer distintos subconjuntos
a partir de un conjunto dado, sin importar su orden. El siguiente ejemplo que vamos a
considerar es el célculo de los coeficientes binomiales, definidos de la siguiente forma:

que alternativamente se puede escribir como:

1 sik=06k=n

(£)- (o) (77" soeren

El algoritmo que implementa directamente la ecuacién recursiva anterior tiene comple-
- . ' L . 5
jidad exponencial, ya que repite numerosos célculos. Por ejemplo, para calcular ( 3 )

tendriamos las llamadas que aparecen en la siguiente figura:
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Podemos ver que incluso para un nimero combinatorio tan pequefio como el de este
ejemplo hay muchas llamadas que se repiten.

Conseguiremos un algoritmo mds eficiente almacenando los coeficientes que se van cal-
culando. Estos coeficientes, calculados de forma ascendente, constituyen el famoso
Tridngulo de Pascal:

—_— (]
T e
: — N oo
e e
N W O -
I
g =

T e
S e\

Y
w W
N

En esta estructura cada coeficiente se obtiene sumando los dos elementos superiores a €l,

y la complejidad temporal para calcular . ) es de orden O(nk). Podemos almacenar

k
estos coeficientes en una tabla de la siguiente forma:
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o 1 2 3 .. k—1 k
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 i1 3 3 1
n-1 | --- o s s CloelleDd C(n-1,k)
n |- C(n-1,k-1) + C(n-1,k)

Esta tabla se construye de arriba abajo y de izquierda a derecha mediante el siguiente
algoritmo iterativo:

fun CoefBin(n,k: entero): entero

var
i,j: entero
t: Tabla[0..n] de entero

fvar

si k < 0V k = n entonces
dev 1

sino

para i < O hasta n hacer t[i,0] < 1 fpara
para i < 1 hasta n hacer t[i,1] < i fpara
para i < 2 hasta k hacer t[i,i] < 1 fpara
para i < 3 hasta n hacer
para j < 2 hasta n-1 hacer
si j < k entonces
tli,j] < t[i-1,j-1] + t[i-1,j]
fsi
fpara
fpara
fsi
ffun

5.3 Devolucion de cambio

Recordemos la formulacion del problema de la devolucion de cambio planteado en el
capitulo 3, dedicado a los algoritmos voraces. Se tiene un conjunto de N tipos de mo-
nedas, cada una con un valor x;. Se supone que contamos con una cantidad ilimitada de
monedas de cada tipo. El problema consiste en hallar el niimero minimo de monedas
que necesitamos para dar una cierta cantidad C.
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Un algoritmo voraz que eligiese siempre la moneda de mayor valor que se pueda tomar
para acercarse a la cantidad C no funcionaria para cualquier conjunto de tipos de mone-
das. Por ejemplo, si tenemos monedas de valores 1, 6 y 10, y la cantidad a completar
fuera 24, la estrategia voraz elegiria las siguientes monedas: 10, 10, 1, 1, 1 y 1. Es decir
se darfan 6 monedas, cuando es posible devolver esa cantidad con sélo 4 monedas de
valor 6.

Veamos como resolver este problema con el esquema de programacion dindmica. En
primer lugar debemos pensar como plantear el problema de forma incremental. Con-
sideramos el tipo de moneda de mayor valor, xy. Sixy > C entonces la descartamos
y pasamos a considerar monedas de menor valor. Si xy < C tenemos dos opciones: 0
tomar una moneda de tipo xy, y completar la cantidad restante C — xy con otras mone-
das, o no tomar ninguna moneda de tipo xy y completar la cantidad C con monedas de
menor valor. De las dos opciones nos quedamos con la que requiera un niimero menor de
monedas. El problema lo podemos expresar de la siguiente forma cuando consideramos
N tipos de monedas:

cambio(N —1,C) sixy >C

cambio(N,C) = .
min{cambio(N — 1,C),cambio(N,C —xy)+ 1} sixy <C

Podemos razonar andlogamente para monedas de valores k menores que N y para canti-
dades C’ menores que C:

cambio(k—1,C") sixg >€

cambio(k,C") = ,
min{cambio(k —1,C"),cambio(k,C' —x;)+ 1} six <C'

Llegamos a los casos base de la recurrencia cuando completamos la cantidad C:
cambio(k,0) =0 si 0 <k <n,

o cuando ya no quedan mds tipos de monedas por considerar, pero atin no se ha comple-
tado la cantidad C:

cambio(0,C') == si0 < C' < C.
Podemos construir una tabla para almacenar los resultados parciales que tenga una fila
para cada tipo de moneda y una columna para cada cantidad posible entre 1 y C. Cada
posicion ¢[i, j| serd el nimero minimo de monedas necesario para dar una cantidad j,
con 0 < j <C, utilizando s6lo monedas de los tipos entre 1 e i, con 0 <i < N. La
solucién al problema serd por tanto el contenido de la casilla ¢[N,C]. Para construir la
tabla empezamos rellenando los casos base 7[i,0] = 0, para todo i con 0 <i < N. A
continuacién podemos rellenar la tabla bien por filas de izquierda a derecha, o bien por
columnas de arriba a abajo.
Consideremos un ejemplo en el que se quiere pagar una cantidad de 12 unidades uti-
lizando monedas de valores 1, 6 y 10. La siguiente tabla muestra la situacién cuando
rellenamos por columnas, después de la inicializacién, que pone a O toda la primera
columna, y de rellenar las siguientes 5 columnas:
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6 7 8 9 10 11 12

Il
o O Olo
e ]
[SO R SO NS ] \S)
LN

5
5
5
5

I
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W W W W

X1
X1
X1

0

La casilla t[x; = 1,1] contiene el nimero de monedas de valor 1 necesarias para com-
pletar la cantidad 1, es decir una. La casilla t[x; = 6,1] contiene un nimero de monedas
de valor 6 o menor que 6 (en nuestro ejemplo 1) necesarias para dar la cantidad 1, que
de nuevo es una. Y finalmente t[x; = 10,1] es la cantidad de monedas de valor 10, 6
o 1 necesarias para completar 1, que también es una moneda. El mismo razonamiento
se aplica para las columnas dos a cinco. Cuando llegamos a la columna 6, la casilla
t[x; = 1,6] toma el valor 6, ya que se necesitan seis monedas de valor 1 para llegar a 6.
Pero en la siguiente casilla de la columna, t[x; = 6,6] tenemos dos alternativas para con-
seguir el valor 6 con monedas de valores 1y 6: o seis monedas de valor 1 o una moneda
de valor 6. Como la dltima alternativa da un nimero menor de monedas, el valor que se
incluye en la casilla es 1. El mismo razonamiento se sigue para la dltima casilla de la
columna, y también para las siguientes columnas hasta la 9, como muestra la siguiente
tabla:

9 10 11 12

I
[NSIN (SR ST S
i
W W |
Ll Y =
NS SIEN N
W W oo| oo

9
4
4

oS O OO
e
W W WW

1
6
10

X1
X1
X1

Llegamos ahora a la columna 10. Siguiendo los razonamientos anteriores necesitamos
diez monedas de valor 1 para completar la cantidad. Si consideramos monedas de valores
1 y 6 necesitamos un minimo de cinco, una de 6 y cuatro de 1. Y si consideramos mo-
nedas de valores 1, 6 y 10, lo que ocurre en la dltima casilla de la columna, necesitamos
un minimo de una moneda. El razonamiento es andlogo para la columna 11. Llegamos
a la columna correspondiente a la cantidad 12. En la primera casilla indicamos que se
necesitan 12 monedas de valor 1. Pero al llegar a la siguiente casilla, debemos darnos
cuenta de que ahora tenemos tres alternativas posibles de completar 12 con monedas de
valores 1y 6: podemos tomar doce monedas de valor 1, una de valor 6 y seis de valor 1,
lo que hace un total de siete, o dos monedas de 6. Nos quedamos con la tltima alternativa
que es la mejor. Para la dltima casilla tenemos atn otra posibilidad més, que es una
moneda de 10 y dos de 1, lo que hace un total de tres monedas. Pero como esta alternativa
es peor que la anotada en la casilla anterior, nos quedamos con las dos monedas de 6,
que es la respuesta final al problema. La siguiente tabla muestra la situacién final:

|01 2 3 45 6 7 89 10 11 12
=1 |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
xx=6 |0 1 2 3 451234 5 6 2
=100 1 2 3 4 5123 4 1 2 2
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El algoritmo para el problema puede tomar la siguiente forma:

tipo Tabla = matriz[1..N,1..C] de entero
tipo Vector = matriz[0..N] de entero
fun DarCambio(C: entero, moneda: Vector): Tabla
var
t: Tabla
1,j: entero
fvar
para i < 1 hasta N hacer
t[i,0] + 0
fpara
para j < 1 hasta C hacer
para i < 1 hasta N hacer
sii=1 A monedal[i] > j entonces
tli,j] ¢ 0
sino
sii=1 entonces
t[i,j] = 1 + t[1,j-moneda[i]]
sino
si j < moneda[i] entonces
tli,j]  tfi-1,j]

sino
t[i,j] < min(t[i-1,j], t[i,j-monedali]] + 1)
fsi
fsi
fsi
fpara
fpara
dev t
ffun

El algoritmo comienza inicializando la primera columna de la tabla a 0. Después va
completando las restantes columnas hasta llegar a la C. Para cada columna empieza por
comprobar si el valor de la moneda més pequefia es mayor que la cantidad a completar.
Si es asi se coloca una marca en la tabla oo para indicar la imposibilidad de hacer la ope-
racién. Sino es asi, se asigna la casilla correspondiente a la moneda mas pequefia. Si no
estamos en la primera de la filas se comprueba si la cantidad a completar j es menor que
la moneda asociada a esa fila. Si no es asi no podemos utilizar esa moneda y por tanto,
el valor de esa casilla no cambia respecto del de la fila anterior. Si es menor, entonces
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podemos encontrar nuevas formas de completar la cantidad j, de las que seleccionamos
la mejor.

Para estudiar el coste del algoritmo calculamos el tamafio de la tabla que hay que cons-
truir: N x (C+1). Como las operaciones aritméticas involucradas son de coste constante,
el tiempo de ejecucion estd en O(NC).

Si lo que queremos es que el algoritmo no sélo nos diga cudl es la cantidad minima de
monedas, sino también qué monedas hay que devolver tenemos dos alternativas. Una de
ellas es ir almacenando en la tabla no sélo el nimero de monedas, sino también los tipos
de las monedas. Esto llevaria a un aumento importante del coste de memoria. La mejor
alternativa es utilizar la tabla construida para saber el nimero de monedas. Partimos
de la casilla final. Para cada casilla t[i,j] el algoritmo va comprobando si su valor ha
variado respecto a la casilla de la fila superior. Si no ha variado podemos deducir que no
se ha empleado ninguna moneda del tipo de la fila i, y pasamos a comprobar la casilla
superior t[i-1,j]. Si ha variado, anotamos que se ha utilizado una moneda de ese tipo x;
y nos movemos a la casilla t[i, j-monedali]], para ver qué monedas se han utilizado para
dar la cantidad restante. Siguiendo esta estrategia terminaremos alcanzando la casilla
t[0,0] en la que ya no queda ninguna cantidad pendiente. El algoritmo puede tomar la
forma que se muestra a continuacién:

tipo Tabla = matriz[1..N,1..C] de entero
tipo Vector = matriz[0..N] de entero
fun seleccionar_monedas(C: entero, moneda: Vector, t:Tabla, seleccion: Vector)
var
1,j: entero
fvar
parai < O hasta N hacer
seleccion[i] «+— 0
fpara
i< N
j<C€
mientras j > 0 hacer
sii> 1 A t[i,j] = t[i-1,j] entonces
i+—i-1
sino
seleccion[i] < seleccion[i] + 1
j ¢ j - monedali]
fsi
fmientras
ffun
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Se trata de un algoritmo voraz cuyo coste estd en ©(C), que sera el nimero de casillas
que recorrerd como maximo. El vector seleccion almacena en la casilla i el nimero de
monedas de tipo i utilizadas.

5.4 El viaje por el rio

A lo largo de un rio hay N embarcaderos. En cualquiera de ellos se puede alquilar una
barca para ir a cualquier otro embarcadero que esté rio abajo, ya que el rio presenta
una corriente muy fuerte y no es posible navegar rio arriba. Las tarifas de alquiler de las
barcas, que son distintas para cada par de embarcaderos, pueden consultarse en una tabla
T. Para cualquier par de embarcaderos i y j tales que i < j, a la posicién T[i, j] de esta
tabla se le asigna el coste 7;; de ir del embarcadero i al j, representado en la figura 5.1.
A veces ocurre que el alquiler entre dos embarcados i y j es mds costoso que el alquiler
de barcas para una sucesion de viajes mds cortos a embarcaderos intermedios entre i y
J, teniendo en cuenta que el cambio de barca no supone coste adicional.

Figura 5.1: Ejemplo de una serie de embarcaderos A,B,--- ,N por el rio. Los arcos indican los
costes de los distintos trayectos.

Buscamos un algoritmo eficiente para encontrar la forma mds barata de ir de uno de los
embarcaderos a cualquier otro, que esté rio abajo.
Se trata de un problema de optimizacién en el que se cumple el principio de optimalidad.
Si el coste de ir del embarcadero e; a otro embarcadero e; pasando por un embarcadero
intermedio ¢,

C(ei ej) = Tlei,ex] +Clex,e;)
es 6ptimo, entonces el coste C(eg,e;) de ir de ese embarcadero intermedio al final del
trayecto también tiene que ser Optimo.
Podemos plantear las ecuaciones de recurrencia para el problema de la siguiente forma:

0 Sii=j
mini<k§j{T[ivk] +C(k7])} sii< J

La funcién min calcula el minimo del coste de todas las combinaciones posibles de
trayectos haciendo una escala el algiin embarcadero intermedio &, incluyendo el caso en
que k = j, es decir, que el trayecto mds barato puede ser también el viaje directo.

C(iv J) =
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Nuestro siguiente paso es construir la estructura que va a almacenar las soluciones par-
ciales. En este caso, se trata de una matriz C de tamafio N X N siendo N el nimero de
embarcaderos. De esta matriz s6lo necesitamos la mitad por encima de la diagonal prin-
cipal. La siguiente figura muestra las casillas que necesitamos para calcular una nueva
casilla T'[i, j], que son las casillas de la fila i entre la diagonal y la columna j, y las
casillas de la columna j entre la diagonal en la fila i:

: J

Una forma de construir la tabla de resultados parciales es por diagonales de la mitad
superior de la matriz. Las diagonales se van completando siguiendo el orden dado por la
numeracién que muestra la siguiente figura para el caso N = 6:

1 2 3 4 5 6

g

/Q //Q //Q

V.

/4

R,
"

\

AN L B W N
Q
A

Llamamos diagonal 1 (d = 1, en negro) a la que estd por encima de la diagonal principal
y que contiene N — 1 elementos. La diagonal 2 (en blanco) es la siguiente por encima de
ella, y asi sucesivamente hasta llegar a la diagonal N — 1 que contiene un Gnico elemento.
La tabla se inicializa asignando O a los valores de la diagonal principal.

El algoritmo para resolver este problema puede tomar la siguiente forma, siendo N el
nimero de embarcaderos del problema:
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tipo Tabla = matriz[1..N,1..N] de entero
fun ViajeRio(T: Tabla, N: entero, C: Tabla)
var
i,diag: entero
fvar
para i < 1 hasta N hacer
Clii] + 0
fpara
para diag < 1 hasta N-1 hacer
para i < 1 hasta N-diag hacer
Cli,i+diag] < MinMultiple(C,i,i+diag)
fpara
fpara
ffun

Los datos de entrada del algoritmo son la matriz de precios de trayectos 7" y el nimero de
embarcaderos N. La salida es la matriz de costes minimos de trayecto C. Tras inicializar
la diagonal principal, el algoritmo pasa a completar secuencialmente las diagonales de
lalalaN — 1. Para la diagonal 1 (diag = 1) se rellenan las casillas C[1,2], C[2,3], ---,
C[N — 1,N]. Para la siguiente diagonal, 2, se rellenan las casillas C[1,3], C[2,4], ---,
C[N —2,N]. Y asi sucesivamente, teniendo al final el coste minimo del trayecto entre
cualquier par de embarcaderos.

La funcién que calcula el minimo entre multiples valores, MinMultiple puede tomar la
siguiente forma:

fun MinMultiple(C: Tabla, i: entero, j: entero): entero
var
k, minimo: entero
fvar
minimo <— oo
para k < i+1 hasta j hacer
minimo <— min(minimo, C[k.,j] + T[i,k])
fpara
dev minimo
ffun

donde la funcién min(a,b) devuelve el valor minimo entre a y b.

El coste temporal de este algoritmo estd en O(N?) ya que se tienen dos bucles anidados
de tamafio N que realizan una llamada a una funcién de orden O(N).

Podemos plantear el problema de forma que no s6lo nos preguntemos cudl es el coste
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minimo de los trayectos, sino también a qué plan de viaje corresponde ese coste mini-
mo, es decir, los embarcaderos por los que hay que pasar. Para poder dar esta informa-
cién necesitamos una tabla adicional E[1..N, 1..N] que registre el embarcadero en el que
hemos tenido que hacer escala para alcanzar el coste minimo. Esta tabla se inicializa a
0 indicando que inicialmente no hay escalas, y después se va modificando a la vez que
se rellena la matriz de costes C. Para ello modificamos la funciéon MinMultiple para que
devuelva también el embarcadero con cuya escala se consigue el minimo:

fun MinMultiple2(C: Tabla, i: entero, j: entero, minimo: entero, emb: entero)
var
k, tmp: entero
var
minimo <— oo
emb < i
para k < i+1 hasta j hacer
tmp <— minimo
si C[k,j] + T[i,k]) < minimo entonces
minimo < C[k,j] + T[i,k]
emb < k
fsi
fpara
ffun

El algoritmo para este caso se modifica para que almacene en la nueva tabla £ de em-
barcaderos (escalas) el otro valor devuelto por la funcién MinMultiple2:

tipo Tabla = matriz[1..N,1..N] de entero
fun ViajeRio2(T: Tabla, N: entero, var C: Tabla, var E: Tabla)
var
i,diag,min,emb: entero
var
para i < 1 hasta N hacer
Cli,i] «+ 0
fpara
para diag < 1 hasta N-1 hacer
parai < 1 hasta N-diag hacer
MinMultiple2(C,i,i+diag,min,emb)
Cli,i+diag] - min
E[i,i+diag] < emb
fpara
fpara
ffun
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5.5 La mochila

El problema de la mochila se puede plantear en una version diferente a la que se vio en
el capitulo dedicado a los algoritmos voraces. Se tiene una mochila con una capacidad
maxima V' y n objetos con volimenes v = (v;,va,--- ,v,) y beneficios b = (by,by,- -+ ,by,).
Los valores de los volimenes son enteros. El objetivo de este problema es encontrar
una seleccién de objetos cuya suma de volimenes no supere la capacidad maxima de
la mochila, y de forma que la suma de beneficios sea méxima. Estamos pues ante un
problema de optimizacién con restricciones que podemos plantear de la siguiente forma:

n n
maximizaeribi cumpliendo inv,- <V

i=0 i=0
donde x; toma el valor 0 6 1, O para indicar que el objeto i no se incluye en la mochila y
1 para indicar lo contrario.
Considerdbamos en la version resuelta con el algoritmo voraz que los objetos podian
partirse, pudiendo incluir en la mochila fracciones de ellos. Ahora consideramos que
los objetos son indivisibles, con lo que s6lo tenemos la opcién de incluirlos o excluirlos.
Este hecho cambia completamente la situacién, haciendo que un algoritmo voraz ya no
sea aplicable. Veamos como podemos plantear este problema utilizando el esquema de
programacién dindmica.
Formulamos el problema de forma incremental, planteando las ecuaciones recursivas
para una funcién mochila(i, W) que nos da el méximo beneficio para un volumen W que
queda libre en la mochila considerando los objetos entre 1 e i, siendo i < n. Cuando
pasamos a considerar el objeto i tenemos dos posibilidades: que el objeto exceda la
capacidad de la mochila o bien que quepa en ella. En el primer caso se prueba con
el resto de los objetos. En el segundo caso tenemos de nuevo dos opciones: o bien lo
incluimos, con lo que el beneficio b; se afiade al valor de la funcién, y el volumen v;
se resta del espacio libre, o bien no lo incluimos, con lo que tenemos que resolver el
problema considerando la serie de objetos entre 1 y i — 1. Nos quedamos con la opcién
que maximice el beneficio total. Los casos base del problema se presentan cuando la
capacidad de la mochila llega a 0, o cuando no queda ningtin objeto. En estos casos el
beneficio es 0. También podemos considerar como casos base las configuraciones no
vélidas a las que se puede llegar cuando se excede la capacidad de la mochila. En este
caso asignamos un valor especial “—e”, que es superado por el beneficio de cualquier
configuracién valida. Formulamos entonces la ecuacién de recurrencia del problema de
la siguiente forma:

(0 sii=0 ywW >0
—oo siWw <0
mochila(i,W) = { mochila(i — 1,W) sii>0yv,>W
max{mochila(i — 1,W), sii>0 yv, <W
b; 4+ mochila(i — 1,W —v;)}
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En este problema se cumple el principio de optimalidad, ya que si el problema se re-
suelve de forma 6ptima también se tienen que haber resuelto de forma 6ptima los sub-
problemas en que se ha descompuesto.

Para resolver el problema construimos una tabla M[n, V| con tantas filas como objetos y
tantas columnas como indique el volumen V. Sin embargo, esta solucién sélo es posible
si los voliimenes de los objetos son enteros. Para calcular la posicién M[i, j] necesitamos
haber calculado dos de las posiciones de la fila anterior. Por tanto construimos la tabla
por filas y el valor M[n,V] de la dltima fila nos da la solucién al problema. Aunque,
bastarfa con almacenar la dltima fila construida en un vector, si queremos reconstruir el
camino para dar informacién no sélo del maximo beneficio, sino también de con qué
objetos se consigue, necesitamos la tabla.

Podemos escribir el algoritmo que resuelve el problema de la siguiente forma:

tipo Tabla = matriz[0..n,0..V] de entero
tipo Vector = matriz[0..n] de entero
fun MochilaEntera(vol: Vector, ben: Vector, n: entero, V: entero, M:Tabla)
var
1,j: entero
fvar
parai < 1 hasta n hacer
M[i,0] <+ 0
fpara
para j < 1 hasta V hacer
M[0,j] + O
fpara
para i < 1 hasta n hacer
para j < 1 hasta V hacer
si vol[i] > j entonces
M[i,j] + M[i-1,j]
sino
M[i,j] < max(M[i-1,j], M[i-1,j-vol[i]] + ben[i])
fsi
fpara
fpara
ffun

El coste de este algoritmo esta en O(nV) por los dos bucles anidados para la construccién
de la tabla. El coste espacial, que viene dado por el tamafio de la tabla, estd en este mismo
orden.

La siguiente tabla muestra un ejemplo del funcionamiento del algoritmo. Se considera
un caso con cinco objetos a los que corresponden los valores y beneficios que aparecen
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en la tabla, y un volumen méximo de 8. La tabla se rellena de arriba a abajo y de
izquierda a derecha. De acuerdo con los resultados de la tabla, vemos que el méximo
beneficio que se puede obtener con los objetos introducidos en la mochila es de 19.

Limitede volumen | O 1 2 3 4 5 6 7 8
posicién 0 0O 0o oo 0 0 0 0 o0
vi=1, by=2 o 2 2 2 2 2 2 2 2
vw=3, bp=5 o2 2 5 7 7 7 7T 1
v3i=4, b3=10 0 2 2 5 10 12 12 15 15
va=35, by=14 0 2 2 5 10 14 16 16 19
vs =17, bs =15 0 2 2 5 10 14 16 16 19

Para que el algoritmo indique qué objetos hay que seleccionar para obtener el beneficio
maximo, podemos llamar a una funcién que tenga como datos de entrada la tabla cons-
truida y los volimenes de los objetos, y nos de como salida un vector objetos de ceros y
unos, en el que un uno significa que hay que incluir el objeto para obtener el beneficio
maximo. Esta funcién, empezando por la ultima casilla de la tabla, va comprobando a
cada paso si el valor de la casilla coincide con el de la casilla de la fila superior, lo que
indica que no se ha incluido el objeto i. Si no coinciden se sabe que el objeto se ha
incluido y se pasa a comprobar la casilla correspondiente a la reduccién de volumen que
ha supuesto incluir el objeto.

fun ObjetosMochila(vol: vector, M:Tabla, n:entero, V:entero, objetos: Vector)
var
1,W: entero
fvar
W<V
para i < n hasta 1 incremento -1 hacer
si M[i,W] = M[i-1,W] entonces
objetos[i] < 0
sino
objetos[i] + 1
W + W - vol[i]
fsi
fpara
ffun

5.6 Multiplicacion asociativa de matrices

Este problema consiste en calcular la matriz producto M de N matrices. El producto de
una matriz A de dimensiones m X n por una matriz B de dimensiones z X p es una matriz
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C de dimension m X p cuyas componentes son:

n
Cij:zaikbkj71§i§m71§j§p
k=1

Podemos observar que se requieren m X n X p productos escalares para realizar la multi-
plicacién de dos matrices.

El producto de matrices no es conmutativo, por lo que cuando queremos calcular el pro-
ducto de una secuencia de matrices no podemos alterar su orden. Pero si es asociativo,
cumpliendo (AB)C = A(BC). Esta propiedad nos permite agrupar una secuencia de ma-
trices para multiplicar de distintas formas, y en funcién de la forma en que agrupemos
las matrices el nimero de multiplicaciones puede variar mucho. Por ejemplo, si consi-
deramos que tenemos las siguientes matrices:

Matriz | Dimensiones

A 60 x 2
B 2 x 30
C 30 x5
D 5 x 20

El nimero de multiplicaciones escalares necesarias para calcular el producto ABCD en
funcién de la forma de agrupar los productos de matrices es el que muestra la siguiente
tabla:

Producto | Coste | Célculo

((AB)C)D | 18600 | 60 x 2 x 30+ 60 x 30 x 5+ 60 x 5 x 20
A(BCD) | 2900 |2 x30x5+2x5x20+60x 2 x20
(AB)(CD) | 42600 | 60 x 2 x 30 +30 x 5 x 20+ 60 x 30 x 20
AB(CD)) | 6600 | 30 x5 x20+2 x 30 x 20+ 2 x 20 x 60
(ABC)D | 6900 | 2x30x5+60x2x5+60x5x20

Podemos ver que las diferencias en el nimero de multiplicaciones escalares, y por tanto
en el coste, son muy grandes dependiendo de la forma de agrupar los productos de
matrices. El objetivo de este problema es buscar un algoritmo que halle el nimero
minimo de multiplicaciones escalares con el que se puede realizar el producto de una
secuencia de matrices.

Veamos como plantear las ecuaciones de recurrencia para resolver el problema. Su-
ponemos que tenemos una secuencia de matrices My, M,,--- ,M, para multiplicar. Las
dimensiones de cada matriz M; de la secuencia son d;_; x d; (la primera dimension de la
matriz M; debe coincidir con la segunda de la matriz M; | para que sea posible realizar el
producto). Sea E (i, j) el nimero minimo de multiplicaciones escalares que se necesitan
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para realizar el producto de las matrices M;,M; 1,--- ,M;, 1 <i < j < n. Una posible
asociacion para realizar este producto la podemos representar por

(MiMiy1 - M) (Mig1 - M)

El nimero de productos escalares que requiere realizar este producto es el nimero de
productos para multiplicar las matrices del primer paréntesis, E(i,k), mds el nimero
necesario para las matrices del segundo paréntesis, E (k+ 1, j), més los productos nece-
sarios para multiplicar las matrices resultantes de estos dos productos. Como la ma-
triz resultante de (M;M;, --- My ) tiene dimensiones (d;_1,dx) y la matriz resultante de
(My41---M;) tiene dimensiones (di,d;), el nimero de productos escalares para estas
dos matrices es d;_1dyd;. Debemos plantear el problema de forma que se elija k para
minimizar el nimero total de productos escalares. Llegamos al caso base cuando i = j,
es decir, tenemos una Unica matriz y por tanto el niimero de productos es 0.

A partir de este razonamiento llegamos a la ecuacién de recurrencia para el problema:

E(i.]) = {mini§k<j{E(iak)+E(k+17j)+dildkdj} sii<j
7700 sii=j

En este problema se cumple el principio de optimalidad ya que si E(i,j) es minimo,
también han de serlo E(i,k) y E(k+ 1, ).

Para resolver esta ecuacidn siguiendo el esquema de programacién dindmica construi-
mos una tabla mult que almacene los resultados parciales de E (i, j). Como ocurria en el
problema del viaje por el rio (Seccién 5.4) s6lo necesitamos la parte superior por encima
de la diagonal principal. Entonces, hacemos como en aquel problema, rellenando la
tabla por diagonales. Las diagonales se numeran desde d = 1, que estd justo encima de
la diagonal principal, hasta d = n — 1. La fila de los elementos de cada diagonal varia
entre i =1yi=n—d,ylacolumna se calcula como j=i+d.

Podemos ahora escribir un algoritmo que rellena esta tabla aplicando la ecuacién ante-
rior:

tipo Tabla = matriz[1..N,1..N] de entero
tipo Vector = matriz[0..N] de entero
fun MultMatrices(d: Vector, N: entero, mult: Tabla)
var
i,diag: entero
fvar
para i < 1 hasta N hacer
mult[i,i] <~ 0
fpara
para diag < 1 hasta N-1 hacer
para i < 1 hasta N-diag hacer
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mult[i,i+diag] <— MinMultiple(mult,d,i,i+diag)
fpara
fpara
ffun

El algoritmo recibe como parametros de entrada el nimero de matrices para multiplicar,
N, y un vector d que contiene las dimensiones de las matrices, es decir la dimensién de la
matriz i es d[i — 1] x d[i]. El pardmetro de salida es la tabla mult con el nimero minimo
de multiplicaciones para cada caso. La solucién al problema es el valor de mult[I,n]. La
funcién MinMultiple, que calcula el minimo entre multiples valores, es la siguiente:

fun MinMultiple(mult: Tabla, d: Vector, i: entero, j: entero): entero
var
k, minimo: entero
fvar
minimo <— oo
para k < i hasta j-1 hacer
minimo < min(minimo, mult[i,k] + mult[k+1,j] + d[i-1]*d[k]*d[j])
fpara
dev minimo
ffun

Para calcular el coste temporal observamos que en el algoritmo hay dos bucles anidados,
cada uno de ellos de orden O(N ), dentro de los cuales se llama a la funcién MinMultiple,
que también es de orden O(N). Por tanto la complejidad temporal estd en O(N3). Por
otra parte, el coste espacial estd en O(N?) ya que construimos una tabla N x N.

Como en otros problemas de este capitulo, podemos considerar una versioén alternativa
en la que no s6lo buscamos el nimero minimo de multiplicaciones, sino también el pa-
rentizado que nos permite obtenerlas. Para conseguir esto basta afiadir una nueva tabla
pos que almacena la posicion en la que se coloca el paréntesis para conseguir el producto
Optimo. Al final del algoritmo la funcién EscribeParentizado escribe la asociacion de
productos de matrices que lleva a minimizar los productos escalares.

tipo Tabla = matriz[1..N,1..N] de entero
tipo Vector = matriz[0..N] de entero
fun MultMatrices2(d: Vector, N: entero, mult: Tabla, pos: Tabla)
var
i,diag: entero
fvar
para i < 1 hasta N hacer
mult[i,i] < 0
fpara
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para diag < 1 hasta N-1 hacer
para i < 1 hasta N-diag hacer
MinMultiple2(mult,d,i,i+diag, minimo, posicion)
mult[i,i+diag] <— minimo
pos[i,i+diag] < posicion
fpara
fpara
EscribeParentizado(pos, 1, N)
ffun

La funcién MinMultiple también se modifica para registrar la posicion del paréntesis:

fun MinMultiple2(mult: Tabla, d: Vector, i: entero, j: entero, minimo: entero,
pos: entero)
var
k, tmp: entero
fvar
minimo <— oo
pos <1
para k < i hasta j-1 hacer
tmp < mult[i,k] + mult[k+1,j] + d[i-1]*d[k]*d[j]
si tmp < minimo entonces
minimo < tmp
pos <k
fsi
- fpara
ffun
Ahora podemos escribir una funcién que va colocando los paréntesis en los lugares in-
dicados en pos:

fun EscribeParentizado(pos: Tabla, i: entero, j: entero)
var
k: entero
fvar
k < posli,j]
Imprimir “(”
EscribeParentizado(pos,i,k)
EscribeParentizado(pos,k+1,j)
Imprimir “)”
ffun

Este algoritmo EscribeParentizado tiene un coste lineal con el nimero de matrices N.
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5.7 Camino de coste minimo entre nodos de un grafo dirigido

Consideramos un grafo dirigido G compuesto por N nodos {1,2,--- ,N} y un conjunto
de aristas A que tienen asociada una longitud no negativa. El objetivo de este problema
es calcular la longitud del camino mds corto entre cada par de nodos del grafo. Anterior-
mente, en el capitulo dedicado a los algoritmos voraces hemos buscado el camino mas
corto entre un nodo y los restantes nodos. Como vimos, el algoritmo de Dijkstra resolvia
este problema con una complejidad O(N?), por lo que aplicado a la bisqueda del camino
mds corto entre cada par de nodos del grafo su complejidad es de orden O(N3). Ahora
nos planteamos un algoritmo alternativo basado en programacion dindmica para resolver
el problema. Como veremos, la complejidad del algoritmo resultante, conocido como
algoritmo de Floyd[Flo62], es también del orden O(N?).

En este problema se cumple el principio de optimalidad, ya que si el camino minimo
entre un nodo i y un nodo j incluye a un nodo k entonces los caminos entre i y k y entre
k'y j deben ser minimos.

Veamos como podemos plantear la ecuacién de recurrencia. Sea M (i, j,k) el coste mi-
nimo de ir del nodo i al nodo j pudiendo utilizar como nodos intermedios los que estdn
entre 1 y k. El camino més corto entre los vértices i y j cuando consideramos un vértice
intermedio k puede corresponder a una de las dos siguientes posibilidades:

e Puede pasar por k, lo que nos lleva a buscar los caminos Optimos entre i y k, y
entre k' y j. Aceptamos que ninguno de los caminos intermedios pasardn por k, ya
que en este caso habria un ciclo que se podria eliminar.

e Puede no pasar por k, y entonces hay que considerar el mejor camino de i a j
utilizando s6lo como posibles vértices intermedios los que estdn entre 1 y k— 1.

El caso base se alcanza con k = 0 y corresponde a ir de i a j sin pasar por nodos inter-
medios. Sii= j este coste es 0, y si no coinciden es la longitud de la arista entre i y
i

A partir de estas ideas planteamos la ecuacion de recurrencia de la siguiente forma:

0 sik=0yi=j
MG jJ) = Ali, ] sik=0yi#j
- min(M (i, j,k—1), sik>0

M(i,k,k—1)+M(k,j,k—1))

El coste minimo entre dos vértices del grafo i y j corresponde a buscar el camino minimo
considerando como intermedio a cualquiera de los otros nodos M (i, j,n).

Veamos ahora las estructuras que necesitamos para almacenar los resultados interme-
dios. En primer lugar podemos observar que para calcular los datos cuando se incluye
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el nodo k, es decir, la tabla correspondiente a M (i, j, k), s6lo se necesitan los datos co-
rrespondientes a haber incluido el nodo £ — 1. Esto nos permite usar una unica tabla
N x N, cuyos datos se van actualizando a medida que se incluyen nuevos nodos. Si
se requirieran los datos intermedios necesitariamos una tabla para cada k, lo que nos
llevarfa a una complejidad espacial de O(N?). Concretamente, para calcular M(i, j, k)
necesitamos M (i, j,k— 1), M(i,k,k—1) y M(k,j,k—1). La tabla se inicializa con los
datos correspondientes al caso base k = 0, que se corresponde con las longitudes de las
aristas de grafo, es decir, su matriz de adyacencia.

El algoritmo con el que se construye esta tabla para resolver el problema, como ya se ha
indicado se conoce como algoritmo de Floyd, y tiene la siguiente forma:

tipo Tabla = matriz[1..N,1..N] de entero
fun Floyd(A: Tabla, N: entero, M: Tabla)
var
1, j, k: entero
fvar
para i < O hasta N hacer
para j < O hasta N hacer
M([i,j] ¢ Alij]
fpara
fpara
para k < 1 hasta N hacer
para i < 1 hasta N hacer
para j < 1 hasta N hacer
M([i,j] < min(M[i,jl, M[i.k] + M[k,j])
fpara
fpara
fpara
ffun

El coste temporal de este algoritmo, con los tres bucles anidados, estd en O(N?), mientras
el coste espacial esta en O(N?). Aunque la complejidad de los algoritmos de Dijkstra
y Floyd es la misma, las operaciones del algoritmo de Floyd son mds simples, lo que
nos indica que probablemente le correspondan constantes ocultas més pequeias, y por
tanto en la practica sea mas rdpido el algoritmo de Floyd. Sin embargo, para grafos poco
densos, el algoritmo de Dijkstra puede optimizarse utilizando listas de distancias a nodos
adyacentes para representar el grafo, lo que aumenta su velocidad de cémputo. Por lo
tanto, Floyd es preferible para grafos densos, y Dijkstra para grafos dispersos.

Veamos como funciona el algoritmo en un pequefio ejemplo de 3 nodos. Consideramos
el siguiente grafo:
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Entonces la tabla inicial que construye el algoritmo para k =0 es la siguiente,bque se

corresponde con la matriz de adyacencia del grafo:

1 ]2 3
1|10 |60 |30
2110 0 | o
3] e |15] 0

Incluimos ahora el nodo 1 y construimos la tabla para k = 1:

1 (2]3
1|10 [60]30
2110| 0 |40
3| |15] 0

Vemos que ahora ya se ha encontrado un camino entre los nodos 2 y 3 que pasa por
el nodo 1 y tiene una longitud de 40. Incluimos el siguiente nodo en el cdlculo de los

caminos minimos y construimos la tabla para k = 2:

1 (2]3
1|0 |60 |30
2|10 0 |40
3125(15] 0

Tenemos ahora un camino del nodo 3 al 1 que pasa por el nodo 2 y tiene coste 25. Por

ultimo construimos la tabla para k = 3:

1123
110 [45|30
2|110( 0 |40
3125115] 0

Vemos que al considerar los caminos que pasan por el nodo 3 hemos encontrado un

camino mds corto del nodo 1 al 2 con longitud 45.
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Para resolver el problema de cudl es el camino o la secuencia de nodos que constituye el
camino mads corto, y no sélo su longitud, afiadimos una tabla adicional ruta, que registra
los nodos con los que se construye el camino minimo. El algoritmo en este caso toma la
siguiente forma:

tipo Tabla = matriz[1..N,1..N] de entero
fun Floyd(A: Tabla, N: entero, M: Tabla, ruta: Tabla)
var
i,j,k,tmp: entero
fvar
para i < 0 hasta N hacer
para j < 0 hasta N hacer
MIi,j] « Ali,j]
rutafi,j] - 0
fpara
fpara
para k < 1 hasta N hacer
para i < 1| hasta N hacer
para j < 1 hasta N hacer
tmp < M[i,k] + M[k,j]
si tmp < Mi,j] entonces
M[i,j] +— tmp
rutali,j] < k
fsi
fpara
fpara
fpara
ffun

Inicializamos la tabla ruta a 0, un nodo que no existe, indicando que por defecto se
consideran caminos directos.

Ahora podemos imprimir el camino minimo a seguir entre dos nodos dados de la si-
guiente forma:

fun VerRutas(N: entero, M: Tabla, ruta: Tabla)
var
1,j: entero
fvar
para i < O hasta N hacer
para j < 0 hasta N hacer
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si M[i,j] # oo entonces
Imprimir(‘ruta de ’,i," a ’,j)
Imprimir(i)
ImprimeRutaRec(ruta,i,j)
Imprimir(j)

fsi

fpara
fpara
ffun

La funcién ImprimeRuta recorre la tabla ruta comprobando si el camino entre i y j es
directo (hay un O en la tabla) o pasa por algin nodo intermedio k. En el dltimo caso
imprime recursivamente el subcamino anterior y posterior a k:

fun ImprimeRutaRec(ruta: Tabla, i: entero, j: entero)
var
k: entero
fvar
k < ruta[i,j]
si k # 0 entonces
ImprimeRutaRec(ruta,i,k)
Imprimir(k)
ImprimeRutaRec(ruta,k,j)
fsi
ffun

5.8 Distancia de edicion

Se consideran dos cadenas de caracteres, X e Y, de un alfabeto finito. La cadena X =
X1,X2,- - ,X, tiene longitud n, y la cadena Y = y;,y,,--- ,y, tiene longitud m. La cadena
X se puede transformar en la cadena Y realizando los siguientes tipos de cambios:

e Borrar un caricter de X.
e Insertar uno de los caracteres de Y en X.
e Sustituir un caracter de X por uno de los de Y.

Por ejemplo, consideremos las dos siguientes cadenas:

X = aabbcb
Y = bbbcba
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Podemos pasar de X a Y haciendo los siguientes cambios:

aabbcb — babbcb  cambiando la ‘a’ de la posicién 1 por ‘b’
babbcb — bbbbcb  cambiando la ‘a’ de la posicién 2 por ‘b’
bbbbcb — bbbeceb  cambiando la ‘b’ de la posicién 4 por ‘c’
bbbccb — bbbcbb  cambiando la ‘c’ de la posicién 5 por ‘b’
bbbcbb — bbbcba cambiando la ‘b’ de la posicién 6 por ‘a’

Hemos necesitado 5 cambios para transformar la cadena X en la cadena Y. Sin embargo,
esta transformacién puede hacerse en menos pasos:

aabbcb — abbcb  borrando la ‘a’ de la posicién 1
abbcb — bbbcb  cambiando la ‘a’ de la posicién 1 por b’
bbbcb — bbbcba  insertando el caracter ‘a’ en la posicion 6

El objetivo de este problema es encontrar el niimero minimo de cambios para transformar
la cadena X en la cadena Y.

Veamos como podemos formular la ecuacién de recurrencia del problema. Sea C(i, j)
el nimero minimo de cambios necesarios para transformar la cadena xy,x,--- ,x; en la
cadena y1,y2,- - ,Yj-

Consideramos la posicion i de la cadena X y la posicién j de la cadena Y. Si elegimos
realizar una operacién de borrado en la posicién i de X entonces el niimero de trans-
formaciones serfa 1+ C(i — 1, j). Si elegimos insertar y; en la posicién j entonces el
nimero de cambios serfa 1+ C(i, j — 1). Por tltimo, si elegimos sustituir x; por y; en la
posicién j, el nimero de transformaciones serd 1 +C(i— 1, j— 1) si x; y y; son distintos
y C(i—1,j— 1) si son iguales.

Los casos base se corresponden a estar en la posicién cero de una de las cadenas. Es
decir, cuando se tiene la cadena objetivo y sobran caracteres de la de origen que hay que
borrar (C(i,0) = i), en cuyo caso hay que realizar operaciones de borrado, o cuando no
quedan caracteres en la cadena de origen pero faltan en la cadena objetivo (C(0, j) = j),
en cuyo caso hay que realizar operaciones de insercion.

Tenemos por tanto, la siguiente ecuacion de recurrencia:

[ sij=0
J sii=0
1+min{C(i—1,/),C(i,j—1),Cli—1,j—1)}  sii#0,j#0,x#y;
min{C(i—1,j)+1,C(i,j—1)+1,C(i—1,j— 1)} sii#0,j#0,x=y;

C(i,j) =

Siguiendo el esquema de la programacién dindmica construimos una tabla C[n,m|. Des-
pués de la inicializacién de los casos base, cada casilla C[i, j] de esta tabla se construye
a partir de los resultados de las casillas C[i — 1, j— 1] y C[i — 1, j] de la fila anterior, y de
la casilla C[i, j — 1] de la columna anterior y la misma fila. Por tanto, rellenamos la tabla
por filas de arriba abajo y de izquierda a derecha. La solucién al problema es el valor de
la casilla C[n,m)].
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El algoritmo puede escribirse de la siguiente forma:

tipo Tabla = matriz[0..n,0..m] de entero
fun DistanciaEdicion(X: Vector[1..n] de caracter, Y: Vector[1..m] de caracter,
n,m: entero, C: Tabla)

var
i,j,tmp: entero

fvar

para i < 0 hasta n hacer
Cl[i,0] +1i

fpara

para j < 0 hasta m hacer
C[0,j] -]

fpara

para i < 1 hasta n hacer
para j < 1 hasta m hacer
tmp < min(1 + C[i-1,j], 1 + C[i,j-1])
si X[i] = Y[j] entonces
C[i,j] - min(tmp, C[i-1,j-1])
sino
C[i,j] + min(tmp, C[i-1,j-1]+1)
fsi
fpara
fpara
ffun

El coste temporal del algoritmo viene dado por los dos bucles anidados que se utilizan
para construir la tabla, y es por tanto O(nm). El coste temporal, dado por el tamaifio de
la tabla, es el mismo.

Para poder responder no sélo cudl es el nimero minimo de cambios, sino también qué
cambios son los que hay que realizar, necesitamos especificar en cada transformacién
la operacién de que se trata (borrado, insercidn o sustitucion), la posicién en la que
se realiza y el caracter afectado. Estas estructuras las podemos almacenar en un vector
transforma de longitud n X m, una cota superior al nimero de transformaciones a realizar.

tipo Trans =
registro
ope: Vector[1..30] de caracter
pos: entero
car: caracter
fregistro
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fun IdentificarTrans(X: Vector[1..n] de caracter, Y: Vector[1..m] de caracter,
n,m: entero, C: Tabla, transforma: Vector[1..nm] de Trans)

var
i,j,k: entero
fvar
k < C[n,m]
mientras k > 0 hacer
caso de
Cli,j] = C[i-1,j]+1 hacer
transformalk].ope < “borrado”
transforma[k].pos + j+1
k+k-1
i+—i-1
Cli,j] = C[i,j-1]+1 hacer
transformalk].ope <— “insercion”
transforma[k].pos < j
transformalk].car < Y|[j]
k< k-1
j#=j-1
C[i,j] = C[i-1,j-1]+1 hacer
transformalk].ope < “sustitucion”
transformalk].pos < j
transforma[k].car < Y]]
k+k-1
j<i-1
ii-1
Cli,j] = C[i-1,j-1] hacer
j<j-1
i+i-1
fcaso
fmientras
ffun

5.9 Ejercicios propuestos

1. Se pide un algoritmo que resuelva el problema del viajante de comercio con pro-
gramacion dindmica. En este problema un viajante tiene que recorrer todo un
conjunto de ciudades visitando cada una de ellas una sola vez y regresando al
punto de partida. Se conoce la distancia entre cada par de ciudades y el objetivo
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es hallar la longitud del recorrido més corto que puede hacer el viajante. ;Cual es
el coste temporal y espacial del algoritmo?

Si en el ejercicio anterior se pide que el algoritmo indique también el recorrido a
realizar y no sélo su longitud, ;como se ve afectada la complejidad espacial del
algoritmo?

. Se pide resolver el problema de la mochila, pero considerando que en lugar de

disponer de n objetos distintos, se dispone de n tipos de objetos, de manera que
podemos seleccionar tantos objetos como se desee de un tipo determinado. El
problema se puede formular sustituyendo la representacién 0 6 1 que en la formu-
lacién original utilizdbamos para indicar si un objeto se incluia en la mochila, por
valores enteros que indican el nimero de unidades de cada tipo que se incluyen.
El objetivo vuelve a ser maximizar la suma de los beneficios de los objetos intro-
ducidos en la mochila, de manera que no se supere la capacidad de la mochila.

. Se considera un conjunto de estaciones de trenes para las que se conoce el tiempo

del recorrido del tren que conecta algunos de los pares de estaciones. Se pide un
algoritmo que, dadas una estacidn origen y una destino, busque el trayecto que
puede pasar por estaciones intermedias minimizando el tiempo total. No todas las
estaciones tienen porque estar conectadas directamente por un tren. Se supone que
el tiempo de cambio de tren es despreciable.

. Se consideran dos equipos de fiitbol X e ¥ que compiten por ser el primero en

alcanzar n victorias. Se supone que los resultados de los partidos son indepen-
dientes, que no hay empates, y que para cualquier partido la probabilidad de que
lo gane el equipo X es p, y de que lo gane el equipo ¥ es ¢ = 1 — p. Se pide un
algoritmo que calcule la probabilidad de que el equipo X gane la competicion.

. Se tiene un conjunto de n tareas que deben ser procesadas en un sistema compuesto

por dos procesadores X e Y. La ejecucion de cada tarea i requiere un tiempo
x; en el procesador X e y; en el procesador Y. Debido a los distintos tipos de
operaciones que requieren las tareas, puede ocurrir que para una tarea i se cumpla
X; > i, mientras que para otra tarea j, x; < y;. Se pide un algoritmo que asigne
las tareas a los procesadores de forma que se minimice el tiempo requerido para
realizarlas todas.

Se pide resolver el problema de la devolucion de cambio pero suponiendo que de
cada tipo de moneda x; s6lo se dispone de una cantidad limitada de monedas m,;.

Se considera un grafo dirigido a cuyas aristas se han asignado valores positivos.
Se pide calcular el nimero de caminos de coste minimo para cada par de vértices
del grafo.
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9. Se tiene un conjunto de n tipos de sellos diferentes, de los que se dispone de una
cantidad ilimitada de cualquier tipo. Se pide un algoritmo que calcule el nimero
de formas diferentes de franquear una carta cuya tarifa de envio es C, si se quiere
utilizar el franqueo exacto (el valor de los sellos debe ser exactamente C).

10. Se pide un algoritmo de programacién dindmica para calcular la funcion de Acker-
mann definida de la siguiente forma:

n-+1 sim=0
Ackermann(m,n) = § Ackermann(m—1,1) sim>0,n=0

Ackermann(m — 1,Ackermann(m,n—1)) sim>0,n>0

5.10 Notas bibliograficas

Este tema se describe detalladamente en diversos textos cldsicos de algoritmica, como
el de Brassard y Bratley [BB06]. También se trata en diversos libros de caracter mas
practico [Gue00, MOOMV03, GMCLMPGCO03] en los que se pueden encontrar diver-
sos problemas resueltos utilizando el esquema de la programacién dindmica. Asi en
[Gue00] se pueden encontrar entre otros, distintas versiones de los problemas del via-
jante de comercio y de la mochila, asi como el del trayecto 6ptimo en tren y la funcién de
Ackermann. En [MOOMVO03] se resuelven entre otros los problemas de la competicion
de equipos, el procesamiento de tareas y el franqueo de una carta. El estudio sistemdtico
de la programacién dindmica se inicié en 1955 por R. Bellman [Bel57], que proporcioné
una solida base matematica al tema.



Capitulo 6

Vuelta atras

En este capitulo se presenta el esquema de Vuelta Atrds o retroceso. Este esquema se
aplica a problemas en los que s6lo podemos recurrir a una bisqueda exhaustiva, reco-
rriendo el espacio de todas las posibles soluciones hasta que encontremos una de ellas
o hasta que hayamos explorado todas las opciones, concluyendo asi que no existe la
solucién buscada. Puesto que esta biisqueda exhaustiva es muy costosa, es importante
aplicar el conocimiento disponible sobre el problema para terminar la exploracién de un
camino tan pronto como se sepa que dicho camino no puede alcanzar una solucién. El
esquema que se presenta aqui refleja estas ideas. La descripcién del esquema general se
ejemplifica detalladamente sobre el problema de colocar N reinas en un tablero de aje-
drez de forma que no se ataquen. Después se presenta la resolucién de otros problemas
aplicando el esquema de vuelta atras: el problema del coloreado de grafos, la bisqueda
de ciclos hamiltonianos, de subconjuntos de suma dada, el reparto equitativo de activos,
el robot en busca de un tornillo, y la asignacién de cursos en una escuela. Se describen
los elementos del esquema y una cota superior al coste que pueden tener los algoritmos
resultantes.

Este capitulo debe estudiarse después del capitulo dedicado a las estructuras de datos
avanzadas en el que se estudian los grafos y los algoritmos para recorrerlos, ya que se
utilizan en la implementacién del esquema. También es conveniente estudiar previa-
mente el capitulo dedicado a los algoritmos voraces para poder decidir al considerar un
nuevo problema si es posible aplicar el esquema voraz, siempre mas eficiente, o si hay
que recurrir a otro esquema. A

6.1 Planteamiento general

En muchos casos no existe un algoritmo especifico que resuelva un problema de forma
sistemdtica. Entonces tenemos que recurrir a una bisqueda exhaustiva de las posibles
soluciones. Muchos problemas se pueden formular como la bisqueda de un determi-
nado nodo, un camino o algin tipo de patrén en el grafo que representa el espacio de

159
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soluciones del problema. Si el grafo es infinito o incluso si es muy grande, no tiene sen-
tido que el programa lo construya de forma explicita, para luego aplicar las técnicas de
busqueda que se han visto. En estos casos se trabaja con un grafo implicito. Se trata de
un grafo para el que disponemos de una descripcion de sus nodos y aristas, de forma que
se van construyendo s6lo aquellas partes del grafo a las que llega el recorrido. En éste y
en el siguiente capitulo veremos dos de las principales formas de realizar recorridos en
un grafo implicito para resolver problemas.

El esquema de vuelta atrds realiza un recorrido en profundidad del grafo implicito de
un problema, podando aquellas ramas para las que el algoritmo puede comprobar que
no pueden alcanzar una solucién al problema. Las soluciones se construyen de forma
incremental, de forma que a un nodo del nivel k del arbol le correspondera una parte de
la solucién construida en los k pasos dados en el grafo para llegar a dicho nodo, y que
llamamos solucién o secuencia k-prometedora. Si la solucién parcial construida en un
nodo no se puede extender o completar, decimos que se trata de un nodo de fallo. Cuando
se da esta situacidn, el algoritmo retrocede hasta un nodo del que quedan ramas pendien-
tes de ser exploradas. En su forma mads bdsica, la vuelta atrds es similar a un recorrido
en profundidad dentro de un grafo dirigido. El grafo suele ser un arbol, o en todo caso
un grafo sin ciclos. A medida que progresa el recorrido por el grafo implicito se van
construyendo soluciones parciales. Un recorrido tiene éxito si se llega a completar una
solucion. Por el contrario, no tiene éxito si en alguna etapa la solucion parcial construida
no se puede seguir completando. En este caso el recorrido vuelve atrds como en un
recorrido en profundidad, eliminando los elementos que se hayan afnadido en cada fase.
Cuando se llega a algiin nodo que tiene algtin vecino sin explorar prosigue el recorrido
de busqueda de una solucidn a partir de €l. El objetivo del algoritmo puede ser encontrar
una solucién o encontrar todas las posibles soluciones al problema. En el primer caso
el algoritmo se detiene al encontrar la primera solucion, evitando asf la construccion del
resto del grafo del problema, lo que puede suponer una gran ganancia en eficiencia.

Los elementos principales del esquema de vuelta atras son:

e [niciarExploracionNivel(): recoge todas las opciones posibles en que se puede
extender la solucién k-prometedora.

e OpcionesPendientes(): comprueba que quedan opciones por explorar en el nivel.

o SolucionCompleta(): comprueba que se haya completado una solucién al proble-
ma.

e ProcesarSolucion(): representa las operaciones que se quieran realizar con la solu-
cién, como imprimirla o devolverla al punto de llamada.

e Completable(): comprueba que la solucién k-prometedora se puede extender con
la opcidn elegida cumpliendo las restricciones del problema hasta llegar a com-
pletar una solucién.
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Con estos elementos, el esquema general de vuelta atrds que busca todas las soluciones
puede formularse de la siguiente forma:

fun VueltaAtras (v: Secuencia, k: entero)
{v es una secuencia k-prometedora}
IniciarExploraciénNivel(k)
mientras OpcionesPendientes(k) hacer
extender v con siguiente opcién
si SoluciénCompleta(v) entonces
ProcesarSolucion(v)
sino
si Completable (v) entonces
VueltaAtras(v, k+1)
fsi
fmientras
fsi
ffun

Vemos que el esquema refleja la construccién incremental de las soluciones. Su apli-
cacion requiere que la solucién al problema pueda expresarse como una secuencia [xj,
X2, -+, Xy en la que cada componente x; se elige en una de las etapas del algoritmo. Cada
etapa corresponde a un nivel del drbol de expansién. Cuando una de estas secuencias se
completa, si s6lo se buscaba una solucidn, se ha alcanzado una solucién al problema y
el algoritmo termina. Mientras la secuencia no estd completa, el drbol se expande para
todas las componentes validas de la siguiente etapa: las k + 1 prometedoras. Por tanto,
el primer paso para la aplicacion de este esquema consiste en definir la estructura que va
a representar las soluciones al problema, y el significado de sus componentes.

En el caso de que sélo se necesite una solucién, se aflade un pardmetro booleano encon-
trado, cuyo valor inicial es falso, y que se hace cierto al encontrar la primera solucion.
El esquema puede adoptar entonces la siguiente forma:

fun VueltaAtras (v: Secuencia, k: entero, encontrado: booleano)
{v es una secuencia k-prometedora}
IniciarExploraciénNivel(k)
mientras OpcionesPendientes(k) A — encontrado hacer
extender v con siguiente opcion
si SoluciénCompleta(v) entonces
ProcesarSolucién(v)
encontrado < cierto
sino
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si Completable (v) entonces
VueltaAtras(v, k+1, encontrado)
fsi
fmientras
fsi
ffun

El coste del caso peor de los algoritmos de bisqueda exhaustiva es del orden del tamafio
del espacio de bisqueda. Las funciones de poda que utilicemos reducen el coste, aunque
con frecuencia no es posible evaluar de qué forma, porque la poda depende de los datos
concretos a los que se aplica el algoritmo. Por ello, en la mayoria de los casos dare-
mos una cota superior al coste que calcularemos en funcién del tamafio del arbol de
soluciones.

Un ejemplo tipico de aplicacion de este esquema es el problema de las N reinas de
ajedrez. Este problema consiste en colocar N reinas en un tablero de ajedrez N x N de
forma que ninguna reina ataque a otra. Esto significa que no puede haber dos reinas
en una misma fila, ni en una misma columna o diagonal. En este caso podemos partir
del hecho de que cada reina va a estar en una columna distinta, es decir la columna
de la reina ¢; va a ser i, y considerar que la solucién es una asignacién de la fila que
corresponde a cada reina. Por tanto, las soluciones son un vector de enteros en el que
cada componente f; representa la fila asignada a la reina i.

Para entender la aplicacién del esquema de vuelta atrds a este problema vamos a consi-
derar un caso muy sencillo con una tablero 4 x 4 en el que queremos colocar 4 reinas.
La siguiente figura muestra la situacién inicial:

Partimos del tablero vacio, y construimos el primer nivel de nodos del arbol. La solucién
parcial inicial es un vector vacio. Este vector se expande con un nuevo elemento para
el que tenemos cuatro posibilidades: las cuatro filas posibles. Por tanto, el nodo inicial
del arbol se expande en 4 nodos, correspondientes a las soluciones parciales [1,_,_, ],
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2,,,_1, [3,_,_,_1, [4,_,_,_]. Como se trata de la primera reina que se coloca, no hay
conflictos y todas las alternativas son completables.

El siguiente paso es expandir cada uno de los nodos A, B, C 'y D de la figura anterior
colocando una nueva reina en la segunda columna. EI algoritmo expande en primer
lIugar el nodo A, almacenando los restantes para el caso de que la opcién elegida no

permita completar una solucién. La siguiente figura muestra las posibles expansiones
del nodo A:

N W A

4 1

2L Pt

Podemos observar que el nodo AA corresponde a una solucién parcial no completable
(tiene dos reinas en la misma fila), por lo que se poda y ya no se expande, lo que supone
un ahorro frente a un recorrido exhaustivo en profundidad. Lo mismo ocurre con el nodo
AB que tiene dos reinas en la misma diagonal. Nos quedan los nodos AC y AD. Seguimos
la exploracién expandiendo el nodo AC y reservamos AD para un posible retroceso en la
exploracién.

La siguiente figura muestra la expansién del nodo AC:

AC

NW A

o

1 2 3 4
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En este caso vemos que ninguna de las expansiones es completable, ya en todas ellas las
reinas se atacan de una u otra forma. Por ello, volvemos atras al nodo AD que estaba
pendiente de explorar en el nivel dos. La siguiente figura muestra la expansién del nodo
AD:

AD

a2

1 2 3 4

3=

1

§)
w
I

En este caso s6lo uno de los nodos, ADB, representa una solucién parcial completable.
Consideramos la expansion de este nodo, que se muestra en la siguiente figura:

Pero en este caso no tenemos ninguna expansion completable. Esto nos lleva ha tener que
volver atras hasta el dltimo nivel en el que dejamos algiin nodo pendiente de explorar.
En nuestro caso es el nodo B del nivel 1. La figura siguiente muestra las expansiones de

este nodo:
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4

N W A
N W

1 2 3 4 1 1 2 3 4

D¢ >< BD

Esta expansioén nos deja un tnico nodo completable, BD, que expandimos de nuevo:

/

4\

BD

[N

1 2 3 4

BDA }%

De esta expansion sélo resulta completable el nodo BDA, que se expande de nuevo:

BDA

4|
3

i

1 2 2 3 4 1 23 4 I 23 4

BDAA E><B BDAC Bp&D

DWW B

En este caso hemos conseguido completar una solucién, la correspondiente al nodo
BDAC. Si s6lo queremos una solucién la exploracion del grafo terminarfa en este nodo.
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Si se buscasen todas las soluciones, el algoritmo volveria hacia atras para explorar los
nodos pendientes.

Un posible algoritmo para encontrar todas las soluciones al problema de las reinas si-
guiendo el esquema de vuelta atrds seria el siguiente:

funcién Reinas(s: Vector[1..n] de entero, n,k: entero)
s[k] + 0
mientras s[k] < n hacer
s[k] < s[k] + 1
si Completable(s,k) entonces
si k = n entonces
escribir(s)
sino
Reinas(s,n,k+1)
fsi
fsi
fmientras
ffun

Este algoritmo recibe como pardmetros un vector que almacena la solucién s, el tamafio
del tablero n, y la siguiente reina a colocar k. Se va probando a colocar la reina en las
distintas filas, y si la solucién parcial resultante de colocar esta reina es completable, se
llama recursivamente a la funcion para que coloque las reinas restantes, a menos que ya
se hayan colocado todas. En la llamada inicial el pardmetro k toma el valor 1.

La funcién completable que aparece a continuacién comprueba si una extensién de la
solucién parcial anterior es completable, es decir, no tiene reinas en la misma fila, ni en
la misma diagonal.

fun Completable(s:vector[1..n] de entero, k: entero): booleano
var
i: entero
fvar
para i < 1 hasta k-1 hacer
si s[i] = s[k] V (abs(s[i]-s[k]) = abs(i-k)) entonces
dev falso
fsi
fpara
dev cierto
ffun

La funcién abs devuelve el valor absoluto.
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Una cota superior al coste seria el tamafio del arbol completo, es decir n!. Al podar los
nodos no completables, podemos asegurar que el coste estard por debajo de este valor.

6.2 Coloreado de grafos

En este problema se desea asignar un color de un conjunto de m colores a cada vértice de
un grafo conexo, de manera que no haya dos vértices adyacentes que tengan el mismo
color. La convencién de usar colores tiene su origen en el problema de colorear mapas
en un plano. Este problema se transforma en el coloreado de mapas asignando un vértice
a cada pais y un enlace entre los vértices que representan a paises vecinos.

La siguiente figura muestra un ejemplo de grafo a cuyos vértices se han asignado colores
de un conjunto de 3 colores distintos:

Amarillo Verde Amarillo

Rojo Amarillo

Se sabe que 4 colores son suficientes para colorear cualquier mapa en el plano, pero
podemos necesitar menos, como ocurre en el ejemplo anterior. Nosotros vamos a con-
siderar el nimero de colores una variable del problema.

Podemos numerar los vértices del grafo de 1 a n y representar asi la solucién por un
vector en el que la posicidn i contiene el color asignado al vértice i. Asi mismo podemos
numerar los colores para representarlos por nimero naturales.

En el 4rbol de exploracién de soluciones cada nivel corresponde a la asignacién de color
a un vértice, y cada nodo tiene m hijos que corresponden a las distintos colores que se
puede asignar al vértice, como muestra la siguiente figura:
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v[2]=1
v[2]=2

O

Un posible algoritmo que implementa el esquema de vuelta atras para este problema es
el siguiente:

tipo Grafo = matriz[1..N,1..N] de entero
tipo Vector = matriz[0..N] de entero
fun ColoreaGrafo (g:Grafo, m: entero, k: entero, v: Vector, exito:booleano)
{v es un vector k-prometedor }
vlk+1] <0
exito <+ falso
mientras v[k+1] < m A — exito hacer
vik+1] + v[k+1] + 1
si Completable (v) entonces
si k = N entonces
Procesar(v)
exito « cierto
sino
ColoreaGrafo(g,m,k+1,v,exito)
fsi
fsi
fmientras
ffun

Representamos el grafo por la matriz de adyacencia en la que cada posicién indica si
hay un enlace entre los correspondientes nodos del grafo. La solucién es un vector v
en el que cada posicién representa a un vértice del grafo. El valor que contiene cada
posicién es el color asignado al vértice. Los datos de entrada al algoritmo son el grafo,
el nimero de colores disponibles, y la posicion del vértice al que toca asignar color. Los
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datos de salida son la solucién (que también es de entrada) y un indicador de que se ha
conseguido con éxito la asignacién de colores. Cuando se procesa el tltimo nodo del
grafo (k = N) el algoritmo termina con €xito. Mientras eso no ocurre se van asignado
colores al siguiente nodo del grafo, que estd en la posicién £+ 1 del vector solucién. Si
un color no es véalido se pasa a probar el siguiente, incrementando el valor asignado a
wlk + 1]. La funcién completable se encarga de comprobar si un color es valido:

fun Completable(g:Grafo, v:Vector, k: entero): booleano
i: entero
para i < 1 hasta k-1 hacer
si g[k,i] = 1 A v[k] = v[i] entonces
dev falso
fsi
fpara
dev cierto
ffun

Esta funcién recorre todos los nodos enlazados con el vértice & en el grafo y comprueba
que tengan un color diferente al asignado al vértice k.

Para este algoritmo el espacio de busqueda tiene la forma del drbol mostrado anterior-
mente, por lo que una cota al coste del algoritmo es O(m").

6.3 Ciclos Hamiltonianos

Nos planteamos encontrar todos los ciclos Hamiltonianos de un grafo. Es decir, todos
aquellos caminos que pasan por cada vértice una sola vez y terminan en el vértice inicial.
Por ejemplo, si consideramos el siguiente grafo:

encontramos el ciclo Hamiltoniano 1-2-6-4-3-5-8-7-1. Pero en el siguiente grafo:
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no encontramos ningtin ciclo Hamiltoniano.

Cuando las aristas del grafo tienen asignado un valor que representa la distancia entre los
vértices que unen, y buscamos el ciclo Hamiltoniano de longitud minima, este problema
se convierte en el conocido como el Viajante de Comercio que veremos en el capitulo
siguiente.

Puesto que necesitamos explorar todos los posibles ciclos Hamiltonianos, y existe la
posibilidad de tener que retroceder en la exploracién del ciclo seguido porque nos lleve
a un vértice ya visitado, el esquema de vuelta atrds es adecuado para resolver este pro-
blema.

Representamos el grafo por su matriz de adyacencia. Podemos representar la solucién
por un vector de vértices, de manera que el primer vértice del ciclo esté en la primera
posicion del vector, el siguiente en la segunda, etc. Para evitar soluciones iguales em-
pezando en distinto vértice, fijamos un vértice de comienzo, por ejemplo el 1. El algo-
ritmo tiene que retroceder a un punto anterior del arbol de bisqueda cuando llega a un
nodo que no estd conectado o cuando llega a un nodo que ya se ha incluido en el ciclo.
Para facilitar la comprobacion de los nodos incluidos usaremos un vector de booleanos,
incluidos, que registre dichos nodos. Entonces el algoritmo puede tomar la siguiente
forma:

tipo Grafo = matriz[1..N,1..N] de entero
tipo Vector = matriz[1..N] de entero
tipo VectorB = matriz[1..N] de booleano
fun CiclosHamiltoniano (g:Grafo, k: entero, v: Vector, incluidos: VectorB)
var
i: entero
fvar
para i =2 hasta n hacer
si g[v[k-1],i] A — incluidos[i] entonces
v[k] «1
incluidos[i] < cierto
si k = n entonces
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{ se comprueba que se cierra el ciclo}
si g[v[n],1] entonces
PresentarSolucion(v)
fsi
sino
CiclosHamiltoniano(g,k+1,v, incluidos)
fsi
incluidos[i] < falso
fsi
fpara
ffun

El algoritmo busca todas las rutas accesibles desde todos los nodos excepto el primero.
Si el nodo i considerado estd conectado con el anterior de la ruta, y atin no se ha visitado
se incluye en la ruta, marcdndolo como incluido en el vector incluidos. Después se
comprueba si se han completado los n nodos de la ruta. Si es asi, se comprueba que la
ruta sea circular, es decir, que el dltimo nodo esté enlazado con el primero, en cuyo caso
tendriamos una solucién, que se presenta. Si atin no se ha completado la ruta se hace
una llamada recursiva a ciclosHamiltoniano para que siga incluyendo nodos. El nodo
marcado como incluido se desmarca para que en el siguiente ciclo del bucle para en el
que se prueba otro valor para el vértice i, sea ese nuevo valor el que se marque, y no el
anterior.

La llamada a la funcién recursiva que busca todos los ciclos Hamiltonianos requiere
tener inicializados ciertos datos, como hace la siguiente funcién:

fun PresentarHamiltonianos(g)
var
v: Vector
incluidos: VectorB
i: entero
fvar
v[l] + 1
incluidos[1] <« cierto
para i = 2 hasta n hacer
incluidos[i] <+ falso
fpara
CiclosHamiltoniano(g,2,v,incluidos)
ffun
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El espacio de bisqueda para este problema tiene la siguiente forma:

v[3]=2
v[3]=3

O

Este arbol tiene n niveles y todos los nodos excepto la raiz, que tiene un hijo, tienen n—1
hijos. Por tanto, una cota al coste del algoritmo es O((n—1)").

6.4 Subconjuntos de suma dada

Disponemos de un conjunto A de n niimeros enteros sin repeticiones (tanto positivos
como negativos) almacenados en una lista. Dados dos valores enteros m y C, siendo m <
n se desea resolver el problema de encontrar todos los subconjuntos de A compuestos
por exactamente m elementos y tal que la suma de los valores de esos m elementos sea
C.

Tenemos que recorrer un arbol de soluciones candidatas, pero siguiendo aquellas ra-
mas que tengan opcion de convertirse en una solucién (k-prometedoras) por lo que el
esquema de vuelta atrés es adecuado.

Dependiendo de la representacion del vector solucién y de la estrategia de ramificacién
(generacion de hijos) podriamos considerar distintas aproximaciones para el esquema de
vuelta atras.

En una primera aproximacion podria representarse una solucién parcial como un vector
de m enteros. Los descendientes de un nodo de nivel & serfan todos los valores no
tomados anteriormente. Asi, tendriamos n opciones para el nivel 1 del 4rbol, en el nivel
2 tendriamos n(n — 1) hijos, etc., hasta el nivel m.

Una cota superior al tiempo de ejecucion de esta alternativa es el niimero de nodos del
4rbol, es decir las combinaciones de n elementos tomados de m en m, multiplicado por
el nimero de posibles permutaciones, ya que éstas no se excluyen:

T(n,m) = ( :1 )m!: (m—nr!z)!m!m!: (nil‘m)' =nn—1)---(n—m+1)
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Llegamos al mismo resultado calculando el nimero de hijos de cada nivel del arbol: el
nimero de hijos de primer nivel es n, el numero de hijos del segundo nivel es n(n —
1), hasta llegar al nivel (n —m+ 1), cuyo nimero de hijos es n(n—1)---(n—m+1).
Podemos observar que si m se acerca a n — 1 (m es siempre menor que n) entonces
T (n) € O(n!). Es decir, en el caso peor que es cuando m tiende a n, el nimero de nodos
del arbol es n!.

Otra aproximacién mas adecuada, que es la que seguiremos aqui, consiste en representar
la solucién como un vector de n booleanos. De este modo, los descendientes de un nodo
de nivel k serfan las opciones de tomar o no el valor k+ 1 del vector de entrada. Es
decir siempre se tendrian dos opciones. Cuando m tiende a n, el nimero de nodos seria
2" que es mejor que n! Lo que ocurre es que esta segunda alternativa evita considerar
permutaciones, es decir, tomar los mismos niimeros pero en orden diferente.

Veamos como implementar esta segunda alternativa. El conjunto A de niimeros se re-
presenta por un vector de enteros. Las soluciones candidatas las representaremos por
un vector de booleanos en el que una posicién con valor cierto indica que el nimero
correspondiente a esa posicion se incluye en la solucién.

El algoritmo puede tomar la siguiente forma:

tipo Vector = matriz[1..N] de entero
tipo VectorB = matriz[1..N] de booleano
fun SubconjuntosSumaDada(datos: Vector, k: entero, v: VectorB,
sumandos: entero, suma: entero)
var
i: entero
fvar
si sumandos = m entonces
si suma = C entonces
PresentarSolucion(v)
fsi
sino
si k < n entonces
v[k] < falso
SubconjuntosSumaDada(datos,k+1,v, sumandos, suma)
v[k] < cierto
si suma + datos[k] < C entonces
suma <— suma + datos[k]
sumandos < sumandos + 1
SubconjuntosSumaDada(datos,k+1,v, sumandos, suma)
fsi
fsi
fsi
ffun
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El algoritmo tiene como entrada el conjunto de nimeros datos, la posicién del nimero
que se estd considerando, un vector de booleanos v, en el que se marca los nimeros
seleccionados, el nimero de sumandos incluidos y la suma alcanzada hasta el momento.
El algoritmo va considerando cada nimero del conjunto. Cuando se llega a utilizar un
total de m niimeros se comprueba si se ha alcanzado una solucioén, es decir, si la suma de
los niimeros seleccionados es C. Mientras no se tienen los m niimeros se van generando
dos alternativas para cada nimero del conjunto, que corresponden a no seleccionar y a
seleccionar el siguiente nimero.

En la llamada inicial a subconjuntosSumaDada, todas las posiciones del vector v se
inicializan a falso, el nimero de sumandos y lasuma a0,y k a 1.

Cada nivel el 4rbol se divide como maximo en dos ramas (si no se ha llegado a tener m
posiciones con valor cierto), luego una cota superior es 2".

6.5 Reparto equitativo de activos

En este problema ayudaremos a dos socios que forman una sociedad comercial a di-
solverla. Cada uno de los n activos de la sociedad que hay que repartir tiene un valor
entero positivo. Los socios quieren repartir dichos activos a medias y, para ello, quieren
conocer todas las posibles formas que tienen de dividir el conjunto de activos en dos
subconjuntos disjuntos, de forma que cada uno de ellos tenga el mismo valor entero.

Aunque a primera vista nos pudiera parecer que el problema puede resolverse mediante
un esquema voraz, ordenando en primer lugar los n activos de mayor a menor, en realidad
no es asi. Supongamos que la funcién de seleccion consistiera en asignar al primer socio
el mayor activo de los que quedan mientras no supere la mitad del total de valor de los
activos. Entonces tendriamos un contraejemplo en la siguiente coleccién de activos, que
ya se presentan ordenados de mayor a menor:

Activo |1 (2|3 (4 |5|6|7|8]|9]|10
Valor [ 10 |9 |53 |3 (2(2(2(2]2

La suma de los valores de todos los activos de esta sociedad es 40. Asi que a cada socio
se le deben asignar activos por valor de 20. Si aplicamos el algoritmo voraz que hemos
descrito se tendria el siguiente reparto de activos:
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Sociol | Socio2
10 5
9 3
3
2
2
2
2
2

Como podemos ver no es posible completar el reparto aplicando este algoritmo. Sin
embargo, es facil encontrar un reparto de este conjunto en dos subconjuntos de igual
valor:

Sociol | Socio2
10 9
2 5
2 3
2 3
2
2

Por lo tanto el esquema voraz no es vélido y recurrimos al esquema de vuelta atrds para
explorar el grafo de soluciones. En este caso, el espacio de bisqueda es un arbol de
grado 2 y altura n+ 1. Cada nodo del i-€simo nivel tiene dos hijos correspondientes a si
el i-€simo activo va a un socio o al otro.

Entre las estructuras de datos que vamos a utilizar estdn el vector con los valores de los
activos de la sociedad y el vector en el que vamos construyendo la solucién. Este tltimo
contendrd solo los valores 1 y 2 que indican si el activo de la posicién i se ha asignado
al socio 1 o al socio 2. Podemos plantear entonces el problema, aplicando el esquema
general de vuelta atrds de la siguiente forma:

tipo Vector = matriz[0..N] de entero
fun DividirSociedad(x: Vector, sumal, suma2, sumaTotal, k: entero, v: Vector)
{v es un vector k-prometedor}
si k = N entonces
si sumal = suma2 entonces
Procesar(v)
fsi
sino
vik+1] «+ 1
si Completable (x, sumal, sumaTotal, k+1) entonces
sumal < sumal + x[k+1]
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DividirSociedad(x, sumal, suma2, sumaTotal, k+1, v)

fsi

vik+1] + 2

si Completable (x, suma2, sumaTotal, k+1) entonces
suma2 < suma?2 + x[k+1]
DividirSociedad(x, sumal, suma2, sumaTotal, k+1, v)

fsi

fsi
ffun

Este algoritmo tiene como pardmetros de entrada el vector de activos y las sumas de ac-
tivos que ya se han asignado al socio 1, sumal, las que se han asignado al socio 2, suma2,
y la suma total de los valores de los activos, sumaTotal. También tiene como parametros
la posicion k del siguiente activo a asignar y el vector de asignaciones realizadas v. El al-
goritmo comprueba si se ha alcanzado una solucion, es decir si ya se han asignado todos
los activos, (k=N), y si se ha hecho de tal forma que la suma asignada a cada socio es la
misma. Si atin quedan activos pendientes se construyen los vectores k + 1-prometedores,
que en este caso son dos y corresponden a asignar el siguiente activo k+ 1 al socio 1 o
al socio 2. En cada caso se comprueba si la asignacién es védlida mediante una llamada
a la funcién completable. Esta funciéon comprueba que la asignacion del activo k a un
determinado socio no lleva a que los valores asignados a ese socio superen la mitad del
total.

fun Completable(x: Vector, sumaParcial, sumaTotal, k: entero): booleano
si sumaParcial + x[k] < sumaTotal div 2 entonces
dev falso
sino
dev cierto
fsi
ffun

La llamada a la funcién que reparte los activos requiere un procesamiento previo que
consiste en calcular la suma total de los activos a dividir y en inicializar las variables
de llamada. Antes de la llamada se comprueba que el valor total sea par para que sea
posible el reparto en cantidades enteras.

fun ResolverSeparacionSocios (x:Vector)
var
i, sumal, suma2, sumaTotal: entero
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v: Vector

fvar

sumaTotal < 0

sumal + 0

suma2 < 0

para i < 1 hasta N hacer
sumaTotal <— sumaTotal + x[i]

fpara

si sumaTotal mod 2 = 0 entonces
DividirSociedad(x, v, 1, sumal, suma2, sumaTotal)

fsi

ffun

El coste viene dado por el nimero mdximo de nodos del espacio de biisqueda. Como
cada nodo del 4rbol se divide en dos que corresponden a asignar el siguiente activo al
socio 1 o al socio 2, y como la profundidad del 4rbol viene dada por el niimero de activos
n, entonces el coste estd acotado por O(2").

6.6 El robot en busca del tornillo

Este problema es un ejemplo de aplicacién del esquema a la bisqueda de caminos en
laberintos. Un robot se mueve en un edificio en busca de un tornillo. Se trata de disefiar
un algoritmo que le ayude a encontrar el tornillo y a salir después del edificio. El edificio
debe representarse como una matriz de entrada a la funcién, cuyas casillas contienen
uno de los siguientes tres valores: L para “paso libre”, E para “paso estrecho” (no cabe
el robot) y T para “tornillo”. El robot sale de la casilla (1,1) y debe encontrar la casilla
ocupada por el tornillo. En cada punto, el robot puede tomar la direccién Norte, Sur, Este
u Oeste siempre que no sea un paso demasiado estrecho. El algoritmo debe devolver la
secuencia de casillas que componen el camino de regreso desde la casilla ocupada por el
tornillo hasta la casilla (1,1). Supondremos que la distancia entre casillas adyacentes es
siempre 1.

Como no es necesario encontrar el camino més corto, sino encontrar un camino lo antes
posible, una bisqueda en profundidad resulta mds adecuada que una bisqueda en an-
chura. Si el edificio fuera infinito entonces una buisqueda en profundidad no seria ade-
cuada porque no garantiza que se pueda encontrar una solucién. Nosotros suponemos
que el edificio es finito. Al ir recorriendo casillas es posible que el robot llegue a una
que no tenga salida, por lo que es necesario que el algoritmo disponga de un mecanismo
para deshacer movimientos, lo que hace que el esquema de vuelta atras sea el adecuado.
Vamos a utilizar el esquema de vuelta atrds de forma que la biisqueda se detenga en
la primera solucién y devuelva la secuencia de casillas desde el tornillo hasta la salida.



178 VUELTA ATRAS

También iremos registrando las casillas que ya se han explorado para evitar repeticiones.

Para representar las casillas podemos utilizar un registro de dos enteros x € y, que nos
indiquen una posicion en el tablero. Para registrar los nodos explorados podemos uti-
lizar una matriz del tamafio del edificio pero de valores booleanos. Vamos a utilizar
una lista de casillas para almacenar la solucion y otra para las extensiones del camino
k-prometedoras. Contaremos con las siguientes funciones del tipo lista: CrearLista,
ListaVacia?, Afiadir y Primero. El algoritmo puede tomar entonces la siguiente forma:

tipo TEdificio = matriz[0..LARGO, 1..ANCHO] de caracter
tipo TEdificioB = matriz[0..LARGO, 1..ANCHO)] de booleano
tipo TCasilla =
registro
X,y: entero
fregistro
tipo TListaCasillas = Lista de TCasilla
fun BuscaTornillo (edificio: TEdificio, casilla: TCasilla,
exploradas: TEdificioB, solucion: TListaCasillas, exito: booleano)
exploradas[casilla.x, casilla.y] < cierto
si edificio[casilla.x, casilla.y] = T entonces
solucién < CrearLista()
solucién <+ Afadir(solucion, casilla)
exito < cierto
sino
hijos «+— Caminos(edificio, casilla)
exito < falso
mientras — exito A — ListaVacia?(hijos) hacer
hijo ¢ Primero (hijos)
si — exploradas [hijo.x, hijo.y] entonces
BuscaTornillo (edificio,hijo,exploradas,solucién,exito)
fsi
fmientras
si exito entonces
solucién <+ Afadir(solucién, casilla)
fsi
fsi
ffun

En el caso de encontrar el tornillo se detiene la exploracion en profundidad y al deshacer
las llamadas recursivas se van afiadiendo a la solucion las casillas que se han recorrido.
Como se afiaden al final de la lista, la primera serd la del tornillo y la dltima la casilla
(1,1), tal como queriamos. La funcién caminos comprueba que la casilla no es estrecha
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y que no estd fuera del edificio. En cada caso en que esto se cumple afiade a la lista de
hijos una nueva alternativa a explorar.

fun Caminos (edificio: TEdificio, casilla: TCasilla): TListaCasillas
var
hijos: TListaCasillas
casilla_aux: TCasilla
fvar
hijos <— CrearLista()
si casilla.x+1 < LARGO entonces
si edificio[casilla.x+1,casilla.y] # E entonces
casilla_aux.x < casilla.x+1
casilla_aux.y < casilla.y
hijos <— Afadir (solucién, casilla_aux)
fsi
fsi
si casilla.x-1 > 1 entonces
si edificio[casilla.x-1,casilla.y] # E entonces
casilla_aux.x < casilla.x-1
casilla_aux.y <« casilla.y
hijos < Afiadir (solucién, casilla_aux)
fsi
fsi
si casilla.y+1 < ANCHO entonces
si edificio[casilla.x,casilla.y+1] # E entonces
casilla_aux.x < casilla.x
casilla_aux.y < casilla.y+1
hijos < Afadir (solucion, casilla_aux)
fsi
fsi
si casilla.y-1 > 1 entonces
si edificio[casilla.x,casilla.y-1] # E entonces
casilla_aux.x < casilla.x
casilla_aux.y <« casilla.y-1
hijos < Afiadir (solucidn, casilla_aux)
fsi
fsi
dev hijos
ffun

Suponemos “edificio” inicializado con la configuracién del edificio y “exploradas” ini-
cializado con todas las posiciones a falso.
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El espacio de bisqueda del problema es un arbol en el que cada nodo da lugar como mé-

Ximo a cuatro ramas correspondientes a las cuatro direcciones de bisqueda. El nimero

de niveles del arbol es el nimero de casillas del tablero, n?. Luego una cota superior es
2

4",

6.7 Asignacion de cursos en una escuela

En una nueva escuela se van a impartir » cursos. El equipo directivo les ha asignado
n aulas y n profesores, que deben repartirse entre los cursos teniendo en cuenta que
existen una serie de restricciones. No todas las aulas tienen capacidad para todos los
cursos, pues estos cuentan con distinto nimero de alumnos. Por ello se dispone de
una funcién booleana vdlida(aula,curso) que indica si el aula tiene suficiente capacidad
para el curso. Ademds, los profesores no estan especializados en los temas de todos los
cursos, por lo que también se dispone de una funcién especialidad(prof,curso) que
indica si el profesor estd especializado en un determinado curso. Se pide encontrar un
algoritmo que encuentre alguna forma de asignar a cada curso un aula y un profesor
apropiados.

Podemos representar la solucién como un vector de registros, cada uno de los cuales
indica la asignacion de un aula y un profesor a un curso. La posicion del registro en el
vector indica el curso de que se trata.

El algoritmo tiene que ir marcando las aulas y los profesores que ya se han asignado a
un curso para que no se asignen a otros. Tras estas consideraciones podemos escribir un
algoritmo para este problema de la siguiente forma:

tipo TCurso =
registro
aula: entero
profesor: entero
fregistro
tipo TEscuela = matriz[0..n] de TCurso
tipo TVectorB = matriz[0..n] de booleano
fun CursosEscuela (escuela: TEscuela, k: enteros, asigAula: TVectorB,
asigProf: TVectorB, exito: booleano)
var
es_solucion: booleano
aula: entero
prof: entero
fvar
aula + 1
mientras aula < n A — exito hacer
si — asigAula[aula] A vélida(aula,k) entonces
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prof <1
mientras prof < n A — exito hacer
si — asigProf[prof] A especialidad(prof,k) entonces
escuela[k].aula < aula
escuela[k].prof <— prof
asigAula[aula] < cierto
asigProf[prof] < cierto
si k = n entonces
PresentarSolucion(escuela)
exito < cierto
sino
CursosEscuela(escuela,k+1,asigAula,asigProf,exito)
fsi
asigAula[aula] <+ falso
asigProf|prof] « falso
fsi
prof < prof + 1
fmientras
fsi
aula < aula + 1
fmientras
ffun

Para un cierto curso k, el algoritmo va recorriendo las aulas mientras no consiga una
asignacién vélida. Para cada aula que considera comprueba que no se le haya asignado
ya a otro curso y que sea valida para el curso k que se estd procesando. Si se cumplen
estas condiciones pasa a buscar un profesor adecuado. De nuevo se recorren los profe-
sores comprobando para cada uno de ellos que no esté ya asignado a otro curso y que
la temadtica del curso k entre dentro de su especialidad. Si se cumplen estas condiciones
se asignan al curso k el aula y profesor encontrados, marcadndolos como asignados. Si
no se ha completado la solucion (k = n) se pasa a buscar asignaciones para los cursos
restantes con una llamada recursiva a cursosEscuela. Antes de pasar a probar otras posi-
bles asignaciones de aulas y profesores se desmarcan las asignaciones realizadas en el
intento.

Lallamada al algoritmo requiere asignar falso a asigAula y asigProf y llamar a la funcién
que implementa el algoritmo con los pardmetros adecuados:

fun HorarioValido(n:entero)
var
asigAula: TvectorB
asigprof: TvectorB
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fvar
parai= 1 hasta n hacer
asigAula « falso
asigProf < falso
fpara
exito < falso
CursosEscuela(escuela, 1,asigAula,asigProf,exito)
ffun

El 4rbol de exploracion del espacio de biisqueda tiene la siguiente forma:

e[1]=(n,n)
e[1]=(1,1) [=a0)
ell=(z,

\
e[1]=(1,n)

e[2]=(1,1) e[2]=(n,n)

e[2]=(1,n)

es decir, cada nodo tiene n? hijos y el arbol tiene n niveles. Por tanto, una cota al coste
es O((n?)") = n?".

6.8 Ejercicios propuestos

1. Se considera un tablero de ajedrez n X n y un rey colocado el cierta posicién (i, j).
Se pide un algoritmo que encuentre, si existe, una secuencia de n> — 1 movimientos
del rey, de tal forma que se visiten todas las casillas del tablero una sola vez.

2. Se considera un tablero de ajedrez n x n y un caballo colocado el cierta posicién
(i,j). Se pide un algoritmo que encuentre, si existe, una secuencia de n> — 1
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movimientos del caballo, de tal forma que se visiten todas las casillas del tablero
una sola vez.

. Se tiene un conjunto de n hombres y n mujeres, con distintos grados de preferencia
entre ellos. Una pareja formada por un hombre # y una mujer m se considera
estable si no se da ninguno de los dos hechos siguientes:

(a) Existe otra mujer m’, que forma parte de la pareja (h',m’) que es preferida
por el hombre 4 sobre la mujer m, y ademds la mujer m' prefiere a h sobre 4'.

(b) Existe otra hombre 4", que forma parte de la pareja (A", m") que es preferido
q q P
por la mujer m sobre el hombre 4, y ademds el hombre 4" prefiere a m sobre

m”.

Se pide un algoritmo, que si existe, encuentre un emparejamiento de hombres y
mujeres tal que todas las parejas sean estables. Las preferencias de los hombres
y de las mujeres se representan por sendas matrices M y H, tales que la fila i
de la matriz M tiene ordenadas de mayor a menor las preferencias de mujeres
del hombre i, y la fila i de la matriz H tiene ordenadas de mayor a menor las
preferencias de la mujer i.

. Se pide un algoritmo de vuelta atris para resolver el problema de la devolucién
de cambio, cuando se considera un conjunto de 7 tipos distintos de monedas y se
quiere devolver una cantidad C utilizando un nimero minimo de monedas.

. Se tiene una serie de n cubos. Cada cubo tiene una letra distinta en cada una de sus
caras. Dada un palabra de n letras, se pide un algoritmo que busque una colocacién
en secuencia de los n cubos de manera que se forme la palabra indicada.

. Se considera una variante del problema de la seccién 6.6 en el que se tiene un
laberinto n x n representado por una matriz booleana Lab[n x n]. Los movimientos
que se pueden realizar vienen indicados por la matriz Lab. Si Labli, j] es cierto
entonces se puede pasar por la casilla (i, j), pero si es falso no se puede. Se pide un
algoritmo que encuentre algin camino, si existe, desde la casilla (1, 1) a la casilla
(n,n). Se supone que se puede pasar por estas dos casillas.

. Se considera un tablero n X n y un conjunto de n colores. Cuando a cada casilla se
le asigna un color de los n disponibles de tal manera que no se repiten colores en
ninguna fila ni en ninguna columna, el tablero se conoce como cuadrado latino.
La siguiente figura muestra un ejemplo para n = 5:
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) i

HH

Se pide disefiar un algoritmo que dados n colores presente todos los cuadrados
latinos para un tablero n x n.

8. Consideramos 7 tipos de sellos diferentes. Se tienen tres sellos de cada tipo, y en
cada carta se pueden colocar un méaximo de 5 sellos. Se pide un algoritmo que
indique todas las formas posibles de franquear una carta si el orden de los sellos
no importa.

9. Consideramos 7 letras diferentes y queremos disefiar un algoritmo de vuelta atrds
que calcule todas las palabras (cualquier secuencia de letras) que se pueden formar
tomando m letras (m < n) diferentes.

10. Se considera el juego del dominé con sus 28 fichas diferentes. Cada ficha estd
formada por dos secciones y en cada una de ellas estd grabado un nimero de
puntos entre 0 y 6. Las reglas del juego indican que las fichas se colocan formando
una cadena de manera que dos fichas consecutivas tienen el mismo nimero de
puntos en los segmentos que quedan contiguos. La siguiente figura muestra un
ejemplo de una cadena de dominé:

o Lo [P [PeaeeBee |[ [l

Se pide disefiar un algoritmo que presente sin repeticiones las cadenas circulares
correctas de las 28 fichas del juego.

6.9 Notas bibliograficas

Se pueden encontrar introducciones a este esquema en numerosos textos clasicos [BB06,
CLRSO1]. Este tema se trata asi mismo en diversos libros de caracter practico [Gue00,
MOOMVO03, GMCLMPGCO03, GA97] que contienen colecciones de problemas resuel-
tos con el esquema de vuelta atrds. En [Gue0OO] se pueden encontrar entre otros, el
problema del rey de ajedrez, el de las parejas estables y el laberinto. En [MOOMVO03]
se resuelven entre otros los problemas del caballo de ajedrez, el de la formacién de pal-
abras con n letras dadas, el cuadrado latino, los n cubos y el franqueo de cartas. En
[GA97] se describe el problema del dominé. En [GMCLMPGCO03] se resuelven entre
otros el problema de la devolucién de cambio.



Capitulo 7

Ramificacion y poda

Este capitulo describe el esquema de ramificacién y poda que se emplea en aquellos
problemas en los que el objetivo es la optimizacion de uno o més criterios en la solucién
alcanzada. Este esquema serd menos eficiente que el voraz cuando ambos se pueden
utilizar para realizar la optimizacién, por lo que su aplicacién estd indicada s6lo cuando
no se conoce un algoritmo voraz vdlido para el problema. Al igual que en el caso de
esquema de vuelta atrds, se exploran todas las posibles alternativas que permitan llegar
a una solucién, pero en este caso, ademds de cortar la exploracién de los caminos que
no pueden alcanzar una solucién, se evita la de aquellos que s6lo pueden alcanzar una
solucién peor que otras, ya que el objetivo es la optimizacion. La presentacién del
esquema general se ilustra aplicandolo a una de las variantes del problema de la mochila,
la mochila entera, en el que hay que seleccionar el conjunto de objetos mas valioso
posible que quepan en una mochila de una determinada capacidad. Otros problemas
presentados en el capitulo son: la asignacion de tareas en una pasteleria, el problema
del viajante de comercio, la seleccién de cursos de formacién, y la minimizacién de la
distancia de edicién. En todos los casos se identifican los elementos del esquema y se
proporciona una cota superior al coste.

El estudio de este capitulo debe ser posterior al de los grafos y monticulos, ya que que se
manejan en la implementacion de este esquema. También es conveniente haber estudiado
el capitulo dedicado a los algoritmos voraces para discernir cuando se aplica cada una
de las técnicas, y el capitulo dedicado al esquema de vuelta atrds, que comparte ciertos
aspectos del recorrido de un grafo con el de ramificacion y poda.

7.1 Planteamiento general
Ramificacién y poda también es un esquema para explorar un grafo dirigido implicito.
En este caso lo que se busca es la solucién 6ptima de un problema. En este esquema los

nodos no se exploran siguiendo la secuencia en la que se han generado, como se hace
en el esquema de vuelta atrés, sino que se utiliza la funcién que se quiere optimizar para

185
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establecer preferencias entre los nodos pendientes de explorar. Ahora el recorrido se
dirige por el nodo activo mas prometedor, por lo que se requiere una cola de prioridad
para la gestién de los nodos activos. Los monticulos son particularmente adecuados
para almacenar la cola de prioridad que utiliza este esquema para registrar los nodos
que se han generado y aln no han sido explorados. Una vez seleccionado un nodo
se procede con una fase de ramificacion, en la que se generan distintas extensiones de
la solucién parcial correspondiente a dicho nodo. A continuacién, este esquema no
s6lo poda aquellas ramas que no pueden llegar a una solucién, sino también aquellas
que no pueden mejorar el valor asignado a la solucién por la funcién que se quiere
optimizar. Por ello, en cada nodo calcularemos una cota optimista del posible valor de
las soluciones que pueden construirse a partir de €l. Si la cota indica que estas soluciones
serdn con seguridad peores que una solucién factible ya encontrada (o que una cota
pesimista de las soluciones posibles), entonces no tiene sentido seguir explorando esa
parte del grafo y se poda. Es decir se realiza una poda por factibilidad y una poda por
cota.

Podemos escribir el esquema general de ramificacién y poda para un problema de mini-
mizacion de la siguiente forma:

fun RamificacionYPoda (nodoRaiz, mejorSolucién: TNodo, cota: real)
monticulo = CrearMonticuloVacio()
cota = EstimacionPes(nodoRaiz)
Insertar(nodoRaiz, monticulo)
mientras — MonticuloVacio?(monticulo) A
EstimacionOpt(Primero(monticulo)) < cota hacer
nodo <+ ObtenerCima(monticulo)
para cada hijo extension valida de nodo hacer
si solucién(hijo) entonces
si coste(hijo) < cota entonces
cota < coste(hijo)
mejorSolucion <+ hijo
fsi
sino
si EstimacionOpt(hijo) < cota entonces
Insertar(hijo, monticulo)
fsi
fsi
fpara
fmientras
ffun

El algoritmo va acumulando en un monticulo los elementos que una vez completados
pueden ser soluciones al problema. En el monticulo se mantienen ordenados por una
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estimacién optimista (EstimacionOpt) o a la baja (si consideramos una minimizacion)
del valor que puede alcanzar. El algoritmo usa una cota para podar aquellos nodos para
los que sea posible estimar que en el mejor de los casos no van a poder dar lugar a
una solucién mejor que la asociada a la cota. Esta cota es el valor de la mejor solucién
alcanzada hasta el momento. Pero el proceso antes de construir la primera solucién
y disponer de una cota puede ser largo. Por ello, para poder empezar a podar desde
el principio buscamos una cota pesimista (EstimacionPes), que representa el valor que
tendria la solucién en un caso cualquiera. Las soluciones que se consideran deben ser al
menos mejor que este valor.

Al igual que ocurre en el esquema de vuelta atrés, el coste del problema depende del
tamafio del 4rbol de posibles soluciones, por lo que en general daremos una cota superior
al coste calculada en funcion de dicho tamafio.

Un ejemplo ilustrativo del esquema puede ser el conocido problema de la mochila en-
tera. En este problema se tienen n objetos, 01,02, ,0,, cada uno de ellos con un peso
P1,P2,  * ,Pn y un valor vy, vy, -+ ,v,, asociados. Se dispone sélo de una mochila que
soporta un peso maximo P. El objetivo de este problema es hacer una seleccién de obje-
tos de forma que se maximice el valor del contenido de la mochila, y cuya suma de pesos
no sobrepase su capacidad. Los objetos son indivisibles, es decir, cada uno de ellos o se
toma entero o se deja.

Este problema no puede ser resuelto por un algoritmo voraz, como ocurre en el caso en
que los objetos se pueden dividir. Como tenemos que maximizar el valor del contenido
estamos ante un problema de optimizacidn, para el que el esquema de ramificacién y
poda es adecuado.

Podemos representar la solucién al problema como un vector de booleanos que nos in-
dique con un 1 (cierto) que el objeto de la posicién i se ha incluido en la mochila, y con
un 0 (falso) que no se ha incluido:

01‘02‘...‘(,’!
0}1’...'1

Para plantear el algoritmo necesitamos una estimacion optimista, que en este caso es una
cota superior al valor alcanzable ya que se trata de maximizar un valor. Podemos obtener
un cota superior como el valor al que podriamos llegar si los objetos fueran divisibles.
Este valor se calcula mediante un algoritmo voraz que va seleccionando objetos por su
valor especifico de mayor a menor. Recordamos que el valor especifico de un objeto se
calcula como su valor por unidad de peso, es decir e; = v;/p;.

Necesitamos también una estimacién pesimista del valor que como minimo tendrd una
solucién. Una posibilidad es tomar como estimacion la suma de los valores de los objetos
que ya estdn metidos en la mochila. Podemos refinar la estimacién si a ese valor se
le suman los valores de los objetos que se puedan incorporar sin sobrepasar el peso
siguiendo el orden dado por el valor especifico de los objetos.

Como en el esquema general, utilizamos un monticulo, que en este caso de maximos
y estd ordenado por valor especifico, para almacenar los nodos pendientes de explorar.
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Cada nodo registra la solucién parcial que le corresponde, es decir, los objetos que ya
se han introducido en la mochila. Almacena también la etapa de bisqueda que le co-
rresponde, es decir la posicion del objeto que toca considerar. Para mejorar la eficiencia,
registramos también el peso, el valor total de los objetos introducidos en la mochila y
la estimacion optimista correspondiente al nodo, que determina su posicién en el mon-
ticulo.

tipo TVectorB = matriz[0..n] de booleano
tipo TVectorR = matriz[0..n] de real
tipo TNodo = registro
moch: TVectorB
k: entero
pesoT: real
valorT: real
estOpt: real
fregistro
fun Mochila (pesos, valores: TVectorR, P: real, moch: TVertorB, valor: real)
var
monticulo: TMonticulo
nodo,hijo: TNodo
cota,estPes: real
fvar
monticulo <+ CrearMonticuloVacio()
valor < 0
{ Construimos el primer nodo}
nodo.moch <— moch
nodo.k + 0
nodo.pesoT < 0
nodo.valorT < 0
nodo.estOpt <— EstimacionOpt(pesos,valores,P,nodo.k,nodo.pesoT,nodo.valorT)
Insertar(nodo, monticulo)
cota < EstimacionPes(pesos, valores, P, nodo.k, nodo.PesoT, nodo.valorT)
mientras — MonticuloVacio?(monticulo) A
EstimacionOpt(Primero(monticulo)) > cota hacer
nodo < ObtenerCima(monticulo)
{se generan las extensiones validas de nodo}
{se mete el objeto en la mochila}
hijo.k <— nodo.k + 1
hijo.moch < nodo.moch
si nodo.pesoT + pesos[hijo.k] < P entonces
hijo.moch[hijo.k] « cierto
hijo.pesoT < nodo.pesoT + pesos[hijo.k]
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hijo.valorT < nodo.valorT + valoresfhijo.k]
hijo.estOpt +— nodo.estOpt
si hijo.k = n entonces
si valor < hijo.valorT entonces
moch < hijo.moch
valor < hijo.valorT
cota < valor
fsi
fsi
sino {la solucién no estd completa}
Insertar(hijo, monticulo)
fsi
fsi
{no se mete el objeto en la mochila}
hijo.estOpt < EstimacionOpt(pesos, valores, P, hijo.k,
nodo.PesoT, nodo.valorT)
si hijo.estOpt > cota entonces
hijo.moch[hijo.k] <+ falso
hijo.pesoT < nodo.pesoT
hijo.valorT < nodo.valorT
si hijo.k = n entonces
si valor < hijo.valorT entonces
moch < hijo.moch
valor <— hijo.valorT
cota <— valor
fsi
fsi
sine {la solucién no estd completa}
Insertar(hijo, monticulo)
estPes < EstimacionPes(pesos, valores, P, hijo.k,
hijo.PesoT, hijo.valorT)
si cota < estPes entonces
cota < estPes
fsi
fsi
fsi
fmientras
ffun

El algoritmo comienza construyendo el nodo inicial de la exploracién. Suponemos que
en la llamada inicial el vector moch, que va a contener los objetos seleccionados para
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estar en la mochila, estd inicializado a ceros (falso), ya que la mochila estd vacia. Este
nodo, incluyendo la estimacién optimista del valor que puede llegar a alcanzar, estOpt,
se introduce en el monticulo. Se calcula también a partir de este nodo la cota inicial
que sirve para podar aquellos nodos que no tengan opciones de superar este valor con el
contenido de la mochila. Después, mientras queden nodos en el monticulo, y siempre
que la estimacién de su valor sea mejor que la cota, se van sacando del monticulo y
generando los hijos correspondientes a las posibles extensiones que se tienen al conside-
rar el siguiente objeto de la lista. En este caso las extensiones corresponden a incluir el
siguiente objeto en la mochila o no incluirlo. En el nodo hijo correspondiente a incluir
el objeto no es necesario calcular las estimaciones porque éstas ya suponen el objeto
incluido, y por tanto no cambian. Lo que si se comprueba es que quede capacidad libre
en la mochila para el objeto. Si es asi se genera el nodo hijo y se comprueba si se ha
llegado a completar una solucién (k = n). Si se ha completado una solucién, y ésta
es mejor que una posible solucién anterior, se almacena como mejor solucién hasta el
momento. Si no se ha completado una solucién se afiade el nodo al monticulo. EI otro
hijo corresponde a no incluir el objeto en la mochila. En este caso si que es necesario
calcular la estimacién optimista, para lo que se llama a la funcién correspondiente con
los datos del nodo padre en el que no se habia incluido el objeto. Esta extension sélo se
considera si la estimacién optimista supera la cota minima. Si se cumple esta condicion
se genera el hijo y de nuevo se comprueba si se ha completado una solucién, procediendo
andlogamente al hijo anterior.

Para calcular las estimaciones es necesario que los vectores pesos y valores estén pre-
viamente ordenados por valor especifico de los objetos.

La estimacién optimista toma inicialmente el valor total de los objetos que ya se han
incluido en la mochila, valorT. Después va anadiendo objetos por orden decreciente de
valores especificos. Si el siguiente objeto cabe entero en la mochila se mete. Si no cabe
se calcula el valor de la parte que cabria si los objetos fueran divisibles y se afiade al
valor total.

fun EstimacionOpt (pesos, valores: TVectorR, P: real, k: entero,
pesoT: real, valorT: real): real
var
capacidad, estimacion: real
i: entero
fvar
capacidad < P - pesoT
estimacion < valorT
i+ k+1
mientras i < n A capacidad > 0 hacer
si pesos[i] < capacidad entonces
estimacion < estimacion + valor[i]
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capacidad < capacidad - pesos|[i]
sino
estimacion <— estimacion + (capacidad / pesos[i])*valorl[i]
capacidad < 0
fsi
i+—i+1
fmientras
dev estimacion
ffun

La estimacion pesimista también parte del valor de los objetos que estdn en la mochila.
También va considerando objetos en orden decreciente de sus valores especificos, pero
en este caso sélo se introducen en la mochila si caben enteros.

fun EstimacionPes (pesos, valores: TVectorR, P: real, k: entero,
pesoT: real, valorT: real): real
var
capacidad, cota: real
i: entero
fvar
capacidad < P - pesoT
cota < valorT
i+—k+1
mientras i < n A capacidad > 0 hacer
si pesos[i] < capacidad entonces
cota < cota + valor][i]
capacidad < capacidad - pesos][i]
fsi
i+—i+1
fmientras
dev cota
ffun

Supongamos que tenemos la siguiente instancia del problema para una mochila que so-
porta un peso maximo P = 20:
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Objeto | Peso | Valor | Valor Esp.
01 S 8 1.6
02 9 &
03 4 6 1.5
04 6 8 1.333
05 8 9 1.125

La tabla muestra para cada objeto su peso, su valor y su valor especifico (valor / peso).
Los objetos ya estdn ordenados en la tabla de mayor a menor por valor especifico.
Mostramos a continuacién parte de la exploracién de espacio de soluciones para este
problema.

NO
moch:00000
pesoT=0
valorT=0
estOpt=29.666

N1 N2
moch:10000 moch:00000
pesoT=5 pesoT=0
valorT=8 valorT=0
estOpt=29.666 estOpt=27.5

En cada nodo se representa el contenido en curso de la mochila por un vector de ceros
y unos. La posicién del objeto cuya inclusién se considera en el nodo es el digito su-
brayado. Cada nodo presenta también el valor total y el peso total de los objetos que
se han incluido en la mochila, asi como una estimacién optimista del valor que podria
alcanzar una solucién derivada de ese nodo. La estimacion pesimista del nodo inicial
produce una cota de valor 23, que en este caso coincidiria con el valor que produciria
un algoritmo voraz. Este valor se utiliza inicialmente para podar aquellos nodos cuya
estimacién optimista no supere la cota. El valor de la cota se va actualizando a medida
que se producen los nodos y las soluciones.

De los dos nodos N1 y N2 en los que se ha ramificado el nodo N0, la ordenacién que nos
proporciona el monticulo, de mayor a menor estimacion, nos llevaria a explorar antes el
nodo N1:



N1
moch:10000
pesoT=5
valorT=8
estOpt=29.666

N3
moch:11000
pesoT=11
valorT=17
estOpt=29.666
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N4
moch:10000
pesoT=5
valorT=8

estOpt=27.625
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Vemos que la cota no poda ninguno de estos nodos porque sus estimaciones son supe-
riores. Tampoco se actualiza su valor porque las cotas pesimistas calculadas para estos
nodos son inferiores. A continuacion el algoritmo consideraria el nodo N3 que es el que
tiene la mayor estimacién:

N3
moch:11000
pesoT=11
valorT=17
estOpt=29.666

N5 N6
moch:11100 moch:11000
pesoT=15 pesoT=11
valorT=23 valorT=17
estOpt=29.666 estOpt=28.375

Al calcular la cota pesimista asociada a N6 se encuentra un valor de 25, por lo que se
actualiza la cota de poda de 23 a 25.

A continuacién se exploraria el nodo N5, que sélo se ramificaria en otro nodo N7 co-
rrespondiente a la secuencia 11100, ya que el otro nodo no seria vélido por sobrepasar
el peso de la mochila. La estimacién optimista para este nodo N7 es 30.875, por lo
que seria el siguiente a explorar. De nuevo N7 sélo se ramifica en un nodo N8 por las
limitaciones de la mochila. N8, al que corresponde la secuencia 11100 es la primera
solucién, que se almacena como la mejor hasta el momento. El valor de esta solucion es
23, por lo que la cota de poda no se actualiza.

El siguiente nodo a explorar de los generados es N6, que produce los nodos N9 y N10:
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N6
moch:11000
pesoT=11
valorT=17
estOpt=28.375

N9
moch:11010
pesoT=17
valorT=25
estOpt=28.375

N10
moch:11000
pesoT=11
valorT=17
estOpt=26

El siguiente nodo a explorar seria N9 que sélo ramifica en un nodo que es 11010, que es
una nueva solucién de valor 25. Esta solucion actualiza a la mejor solucién encontrada
hasta el momento. Ademads el nodo N10 da lugar a una estimacién pesimista de valor
26, que actualiza el valor de la cota de poda.

El siguiente nodo que se explora es N10:

N10

moch:11000

pesoT=11

valorT=17

estOpt=26
N11 (SOL) N12 (SOL)
moch:11001 moch:110000
pesoT=19 pesoT=11
valorT=26 valorT=17

Este nodo lleva a dos nuevas soluciones, la primera de las cuales es la mejor, como se
comprueba al final del algoritmo. La cota de poda, 26, que se tiene en este momento,
y que coincide con el valor de la mejor solucién alcanzada, permite podar varios de los
nodos del drbol de soluciones.

En cuanto al coste, una cota superior del mismo es una estimacién del nimero de nodos
del arbol de exploraciéon. Como cada nodo ramifica como méaximo en 2 nodos y hay n
niveles, el coste del algoritmo estd en O(2").
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7.2 Asignacion de tareas: Pasteleria

Una pasteleria tiene empleados a n pasteleros, que aunque son capaces de hacer cualquie-
ra de los m tipos de pasteles distintos que ofrece la pasteleria, tienen distinta destreza,
y por tanto rendimiento, en la preparacién de cada uno de ellos. Se desea asignar los
proximos n pedidos, uno a cada pastelero, minimizando el coste total de la preparacién
de todos los pasteles. Para ello se conoce de antemano la tabla de costes C[1..n,1..m] en
la que el valor ¢;; corresponde al coste de que el pastelero i realice el pastel j, y los tipos
de pasteles correspondientes a los pedidos, pedidos[1..n).

Se trata de un problema tipico de asignacién de tareas, en los que hay que asignar una
serie de tareas o recursos de forma que se optimice algiin criterio. Al tratarse de una
optimizacion, el esquema voraz podria ser apropiado si encontrdsemos una funcién de
seleccion adecuada. Sin embargo, es facil comprobar que tal funcién no existe. Supon-
gamos por ejemplo que tenemos 5 pasteleros y 3 tipos de pasteles. La siguiente tabla
muestra el tiempo que le lleva a cada pastelero la realizacién de cada uno de los tres

pasteles.
Pastel
Pastelero | 1 | 2 | 3
1 2153
2 5132
3 61419
4 6|38
5 71518

Supongamos también que se tienen 5 pedidos de tipos [11321], es decir, se han pedido
dos pasteles de tipo 1, uno de tipo 3, uno de tipo 2 y otro de tipo 1. Entonces un algoritmo
voraz que tomase para cada pastel del pedido el pastelero que prepara con menos coste
el tipo de pastel correspondiente, si estd libre, y sino el siguiente mejor, asignaria los
pasteleros: 12435. Esta asignacién supone un coste total de 29. Pero una asignacién
como 13245 tiene un coste de 20. Aplicamos por tanto el esquema de ramificacién y
poda.

Para explorar el espacio de bisqueda utilizaremos nodos que almacenen un vector de n
posiciones en el que cada posicién i indica el indice del pastelero al que se ha asignado
el pedido i. Los nodos también almacenan la posicién del tdltimo pedido asignado y los
pasteleros que atin no tienen asignado ningiin pedido, adem4s de la estimacion optimista
del coste de la solucién a la que puede llegar el nodo. Utilizaremos también un monticulo
de minimos para almacenar los nodos de forma que podamos ir tomando primero los de
mejor estimacion, en este caso los de menor coste total estimado.

tipo TVectorB = matriz[0..n] de booleano
tipo T Vector = matriz[0..n] de entero
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tipo TNodo = registro
pasteleros: T Vector
asignados: TVectorB
k: entero
costeT: real
estOpt: real
fregistro

El campo pasteleros almacena en la posicion i el pastelero asignado al pedido i. El
campo asignados indica si el pastelero de la posicion 7 ha sido ya asignado a la prepara-
cién de algin pastel. El campo £ indica el dltimo pedido asignado, costeT el coste total
de las asignaciones ya hechas, y estOpt una optimizacion optimista, a la baja, del coste
que puede alcanzar una solucién a la que se llegue desde el nodo.

Necesitamos definir las estimaciones pesimista y optimista que utilizaremos para podar
los nodos sin oportunidad de mejorar el resultado final.

Podemos definir una cota pesimista de una solucién parcial sumando el coste de los
pasteles ya asignados con el coste maximo que pueden tener los pendientes de asignar.
Esta cota se actualizard cuando se alcancen soluciones y cuando se produzcan nuevos
nodos.

Para la estimacién optimista, que en este caso es minima, podemos sumar el coste de la
tareas ya asignadas con el coste minimo que tienen las tareas pendientes de asignar.

tipo TTabla = matriz[1..n,1..n] de entero
fun AsignaPasteleros (costes: TTabla, pedido: T Vector,
pasteleros: T Vector, costeT: entero)
var
monticulo: TMonticulo
nodo,hijo: TNodo
cota,estPes: real
fvar
monticulo <— CrearMonticuloVacio()
costeT <+ 0
{Construimos el primer nodo}
nodo.pasteleros <— pasteleros
para i < 0 hasta n hacer
nodo.asignados|i] + falso
fpara
nodo.k < 0
nodo.costeT < 0
nodo.estOpt < EstimacionOpt(costes,pedido,nodo.k,nodo.costeT)
Insertar(nodo, monticulo)
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cota < EstimacionPes(costes, pedido, nodo.k, nodo.costeT)
mientras — MonticuloVacio?(monticulo) A
EstimacionOpt(Primero(monticulo)) < cota hacer
nodo + ObtenerCima(monticulo)
{se generan las extensiones vélidas del nodo}
{ para cada pastelero no asignado se crea un nodo}
hijo.k <~ nodo.k + 1
hijo.pasteleros <— nodo.pasteleros
hijo.asignados <— nodo.asignados
para i < 0 hasta n hacer
si — hijo.asignado[i] entonces
hijo.pasteleros[hijo.k] i
hijo.asignados[i] < cierto
hijo.costeT < nodo.costeT + coste[i,pedido[hijo.k]]
si hijo.k = n entonces
si costeT > hijo.costeT entonces
pasteleros < hijo.pasteleros
costeT < costeT.valorT
cota < costeT
fsi
sino {la solucién no estd completa}
hijo.estOpt < EstimacionOpt(costes, pedido, hijo.k, nodo.costeT)
Insertar(hijo, monticulo)
estPes <— EstimacionPes(costes,pedido, hijo.k, hijo.costeT)
si cota > estPes entonces
cota < estPes
fsi
fsi
fsi
hijo.asignados[i] < falso {se desmarca}
fpara
fmientras
ffun
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El algoritmo construye un nodo inicial sin ningiin pastelero asignado a la preparacion
de un pastel, con k igual a 0, y con costeT también 0. Este nodo inicializa el monticulo.
Después tenemos un bucle que no termina hasta que se vacia el monticulo o hasta que el
primer candidato no puede ser mejor que la solucién actual con lo que no puede haber
ninguna solucién mejor. En cada iteracién del bucle se comprueba que la estimacion del
coste de la solucion a la que puede llegar el nodo no supere la cota. Si es asi se construyen
nodos con las extensiones posibles del nodo, que corresponden a los distintos pasteleros
que se pueden asignar al siguiente pedido considerado (los que no estén ya asignados).
Cuando en uno de esos nuevos nodos se comprueba que se ha alcanzado una solucién,
estd sustituye a la anterior, si la hubiese, si es mejor que ella.

Las funciones que calculan las estimaciones pueden tomar la siguiente forma:

fun EstimacionOpt (costes: TTabla, pedido: TVector, k: entero, costeT: real): real
var
estimacion, menorC: real
i,j: entero
fvar
estimacion < costeT
para i < k+1 hasta n hacer
menorC < costes|1,pedido[i]]
para j < 2 hasta n hacer
si menorC > costes[j,pedido[i]] entonces
menorC <— costes[j,pedido[i]]
fsi
fpara
estimacion < estimacion + menorC
fpara
dev estimacion
ffun

Para calcular la estimacién optimista se parte del coste de los pedidos ya asignados. Para
cada uno de los pedidos que atin estdn por asignar se busca el menor coste posible, y se
va sumando a la estimacidn.

La funcién que calcula la estimacién pesimista es andloga, pero en este caso lo que se
suma para cada pedido pendiente de asignar es el mayor coste posible.

fun EstimacionPes (costes: TTabla, pedido: TVector, k: entero, costeT: real): real
var
estimacion, mayorC: real
i,j: entero
fvar
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estimacion < costeT
para i < k+1 hasta n hacer
mayorC < costes|1,pedido[i]]
para j < 2 hasta n hacer
si mayorC < costes|[j,pedido[i]] entonces
mayorC <— costes|j,pedido[i]]
fsi
fpara
estimacion <— estimacion + mayorC
fpara
dev estimacion
ffun

Una cota superior al coste del algoritmo es una estimacion del tamafio del arbol. Cada
nodo del arbol se expande en las n — k asignaciones de pedidos pendiente y tiene n
niveles, con lo que una cota al tamafio del 4rbol es O(n!).

7.3 El viajante de comercio

En el capitulo dedicado al esquema de vuelta atrds vimos un algoritmo de bisqueda de
los ciclos Hamiltonianos en un grafo, es decir, los caminos que pasan una sola vez por
cada vértice y terminan en el vértice inicial. Consideraremos ahora que las aristas del
grafo tienen asignado un valor y que buscamos el ciclo Hamiltoniano que partiendo de
un nodo especifico hace el recorrido de coste minimo. Este problema se conoce como el
“Viajante de comercio”, ya que se plantea como el problema de un viajante de comercio,
que partiendo de la ciudad origen, tiene que visitar todas las ciudades de su zona una y
s6lo una vez y volver a la ciudad de origen, minimizando el coste del recorrido.
Estamos ante un problema de optimizacion para el que no podemos encontrar una solu-
cién voraz, y aplicamos por tanto el esquema de ramificacién y poda.

Podemos representar la solucién como un vector en el que el contenido de la posicién i
indica la ciudad por la que se pasa en el orden i del recorrido. El grafo lo representamos
por la matriz de adyacencia que en la posicién (i,j) indica el valor del enlace entre el
vértice i y el j. Cuando no existe el enlace asignamos a la correspondiente posicién de
la matriz un valor especial que representamos por oe.
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Por ejemplo, si consideramos el siguiente grafo:

8
Lo representariamos por la matriz:

1 2 3 4 5 6
Il 5 o o0 3 oo
2|5 o 8 7T o 6
3]l 8 o 4 3 o
4|00 3 4 o 2 8
5|3 o 3 2 e 9
6|0 6 o 8§ 9 o

Utilizaremos un monticulo para procesar las nodos candidatos empezando por los de
menor coste estimado. En cada nodo representaremos los vértices ya asignados en un
vector ruta. Anotaremos también los vértices que ya han sido asignados para facilitar la
exploracion. Registramos asimismo, la etapa de la ruta que vamos explorando, el coste
de la asignaciones ya realizadas y una estimacion optimista del coste de la solucion que
se podria alcanzar desde el nodo.

tipo TVectorB = matriz[0..n] de booleano
tipo T Vector = matriz[0..n] de entero
tipo TNodo = registro

ruta: TVector

asignados: TVectorB

k: entero

costeT: real

estOpt: real
fregistro

Consideramos ahora qué criterios podemos utilizar para calcular las estimaciones pe-
simista y optimista que utilizara el algoritmo para realizar las podas. La estimacion
optimista la podemos calcular sumando al coste de los trayectos correspondiente a los
vértices ya asignados, el coste minimo de cualquier trayecto. Es decir, buscamos el
menor valor de cualquier arista.
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Al considerar la estimacion pesimista, hay que tener en cuenta que este problema puede
no tener solucién. Por lo tanto, no podemos podar una solucién candidata porque su
estimacién optimista sea menor que una cierta cota a menos que ya hayamos encontrado
una solucién y por tanto estemos seguros de que el problema tiene solucion.

Tras estas consideraciones podemos plantear el siguiente algoritmo de ramificacion y
poda, que busca ciclos Hamiltonianos minimos que empiezan y terminan en el nodo 1
del grafo:

tipo TGrafo = matriz[1..n,1..n] de entero
tipo TVector = matriz[1..n] de entero
fun Viajante (grafo: TGrafo, ruta: TVector, costeT: entero)
var
monticulo: TMonticulo
nodo,hijo: TNodo
cota, estPes, verticeAnt, minArista: entero
fvar
monticulo + CrearMonticuloVacio()
minArista <— menorArista(grafo)
costeT < oo
{Construimos el primer nodo}
nodo.ruta < ruta
nodo.asignados[1] < cierto
para i < 2 hasta n hacer
nodo.asignados[i] < falso
fpara
nodo.k < 1
nodo.costeT < 0
nodo.estOpt < EstimacionOpt(grafo,minArista,nodo.k,nodo.costeT)
Insertar(nodo, monticulo)
cota <— oo
mientras — MonticuloVacio?(monticulo) A
EstimacionOpt(Primero(monticulo)) < cota hacer
“nodo + ObtenerCima(monticulo)
{se generan las extensiones vélidas de nodo}
verticeAnt <— nodo.ruta[nodo.k]
hijo.k < nodo.k + 1
hijo.ruta <— nodo.ruta
hijo.asignados <— nodo.asignados
para i < 2 hasta n hacer
si — hijo.asignado[i] A grafo[verticeAnt,i] # o entonces
hijo.rutafhijo.k] < i
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hijo.asignados[i] < cierto
hijo.costeT <— nodo.costeT + grafo[verticeAnt,i]
si hijo.k = n entonces
si grafo[i,1] # - entonces
si costeT > hijo.costeT entonces
ruta < hijo.ruta
costeT < hijo.costeT
cota < costeT
fsi
fsi
sino {la solucién no estd completa}
hijo.estOpt <— EstimacionOpt(grafo,minArista,hijo.k,nodo.costeT)
si hijo.estOpt < costeT entonces
Insertar(hijo, monticulo)
fsi
fsi
fsi
hijo.asignados[i] + falso {se desmarca}
fpara
fmientras
ffun

Una vez creado el nodo inicial, con el que se inicializa el monticulo, el algoritmo va
tomando nodos, empezando por los de menor coste estimado y explorando sus posibles
extensiones. Las extensiones de cada nodo se buscan entre los vértices empezando desde
el segundo (el primero se ha seleccionado como nodo de comienzo y final del ciclo),
tomando los vértices que no han sido atn asignados a la ruta, y que estdn conectados con
el nodo anterior de la ruta. Para cada uno de ellos se comprueba si se ha alcanzado una
solucidn, es decir se han visitado todos los nodos y el dltimo de la ruta estd conectado
con el primero. Si se ha alcanzado una solucién y ésta es mejor que las anteriores,
si las hubiese, se actualizan los datos. El cadlculo de la estimacién optimista utiliza el
valor de la menor arista del grafo, minArista, que calcula la funcién menorArista en las
inicializaciones.

La funcién que calcula la estimacién optimista para cada nodo parte del valor de los
tramos correspondientes a los vértices ya asignados. Para el resto de los tramos de la
ruta se toma el valor de la arista de menor coste en el grafo.

fun EstimacionOpt (grafo: Tgrafo, minArista: entero, k: entero, costeT: real): real
estimacion, menorC: real
estimacion < costeT + (n-k+1) * minArista
dev estimacion
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ffun

Cada nodo del arbol se expande en las n — k asignaciones de vértices pendientes y el
arbol de exploracion tiene n niveles correspondientes a los n vértices de la ruta. Por lo
tanto, el coste del problema estd acotado superiormente por el tamafio del arbol, que es
del orden de O(n!).

7.4 Seleccion de tareas: cursos de formacion

Un profesional auténomo, que ofrece distintos cursos de formacién para empresas y se
compromete a haberlos impartido antes de una fecha limite fijada por la empresa, ha
recibido n solicitudes de empresas. El auténomo conoce, para cada uno de los cursos
solicitados el beneficio b; que obtendria por impartirlo. El tiempo que se tarda en im-
partir cada curso es también variable y viene dado por #;. También sabe los dias d; que
quedan antes de la fecha tope fijada por la empresa que ha solicitado cada curso. Se pide
un algoritmo que el auténomo pueda utilizar para decidir qué cursos debe escoger para
maximizar el beneficio total obtenido.

La fecha limite que fija la empresa para cada curso viene dada por el nimero de dias
desde una fecha de referencia, de forma que se trata de una lista dy,-- - ,d,,.

Se trata de un problema de optimizacién en el que hay dos variables, el beneficio de cada
curso y el tiempo requerido para impartirlo. Este es otro de los tipos de problemas que
se resuelven con un esquema de ramificacién y poda.

Podemos representar la soluciéon mediante un vector cursos, donde si la posicidn i tiene
el valor cierto es porque el curso correspondiente a la solicitud i se impartird. También
utilizamos un monticulo en el que cada nodo ademds de almacenar la solucién parcial,
etapa y cota, almacena el tiempo y beneficio acumulado.

tipo TVectorB = matriz[0..n] de booleano
tipo TVectorR = matriz[0..n] de real
tipo TVector = matriz[0..n] de entero
tipo TNodo = registro

cursos: TVectorB

k: entero

beneficioT: real

tiempoT: real

estOpt: real
fregistro

Para que un conjunto de cursos se pueda impartir (sea admisible), la imparticién de
todos ellos tiene que poder organizarse de forma que cada curso se termine sin superar
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el correspondiente limite de dias (d;). Concretamente, si tomamos los cursos iy, - - - , i, en
este orden, el tiempo que se tarda en terminar de impartir el curso i es 2]]‘-:1 tj, de modo
que la secuencia es admisible si 2’1‘.:1 tj < di, para todo k entre 1 y m. Para comprobar
si un conjunto es admisible ordenamos los cursos por fecha tope creciente y hacemos la
comprobacion.

Para disefiar el algoritmo de ramificacion y poda necesitamos definir las estimaciones
pesimista y optimista que utilizard el algoritmo para realizar la poda.

Podemos obtener una estimacién optimista sumando el beneficio de todos los cursos que
se pueden impartir sin llegar a su fecha limite después de los ya elegidos, como si cada
uno se fuera a empezar a impartir justo después de terminar el dltimo impartido.

La estimacién pesimista o cota de poda la podemos calcular sumando el beneficio de los
cursos ya seleccionados para ser impartidos, y considerando que el resto de los cursos
se van impartiendo en orden (por fecha tope creciente) mientras no se supere su fecha
limite de imparticién. Tras estas consideraciones, el algoritmo puede tomar la siguiente
forma:

fun Cursos (beneficios: TVectorR, tiempos, limites: T Vector,
cursos: TVertorB, beneficioT: real)
var
monticulo: TMonticulo
nodo,hijo: TNodo
cota,estPes: real
fvar
monticulo +— CrearMonticuloVacio()
valor <— 0
{Construimos el primer nodo}
n0do.cursos <— cursos
nodo.k <— 0
nodo.tiempoT «+ 0
nodo.beneficioT + 0
nodo.estOpt <— EstimacionOpt(beneficios, tiempos, limites,
nodo.k,nodo.tiempoT,nodo.beneficioT)
Insertar(nodo, monticulo)
cota +— EstimacionPes(beneficios, tiempos, limites,
nodo.k,nodo.tiempoT,nodo.beneficioT)
mientras — MonticuloVacio?(monticulo) A
EstimacionOpt(Primero(monticulo)) > cota hacer
nodo < ObtenerCima(monticulo)
{se generan las extensiones validas de nodo}
hijo.k - nodo.k + 1
hijo.cursos < nodo.cursos
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{se imparte el curso}
si nodo.tiempoT + tiempos[hijo.k] < limites[hijo.k] entonces
hijo.cursos[hijo.k] < cierto
hijo.beneficioT < nodo.beneficioT + beneficios[hijo.k]
hijo.tiempoT < nodo.tiempoT + tiempos[hijo.k]
hijo.estOpt < nodo.estOpt
si hijo.k = n entonces
si beneficioT < hijo.beneficioT entonces
cursos < hijo.cursos
beneficio < hijo.beneficioT
cota <— beneficio
fsi
fsi
sino {la solucién no estd completa}
Insertar(hijo, monticulo)
fsi
fsi
{no se imparte el curso}
hijo.estOpt <— EstimacionOpt(beneficios,tiempos,limites,
hijo.k,nodo.tiempoT,nodo.beneficioT)
si hijo.estOpt > cota entonces
hijo.cursos[hijo.k] < falso
hijo.beneficioT < nodo.beneficioT
hijo.tiempoT <— nodo.tiempoT
si hijo.k = n entonces
si beneficio < hijo.beneficioT entonces
cursos <— hijo.cursos
beneficio < hijo.beneficioT
cota <— beneficio
fsi
fsi
sino {la solucién no estd completa}
Insertar(hijo, monticulo)
estPes «— EstimacionPes(beneficios, tiempos, limites,
hijo.k.hijo.tiempoT,hijo.beneficioT)
si cota < estPes entonces
cota <— estPes
fsi
fsi
fsi

fmientras

ffun

205
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Tras inicializar el monticulo con el nodo inicial, en el que ain no se ha seleccionado
ningln curso para ser impartido, se entra en un bucle que no termina hasta vaciar el
monticulo o hasta que los nodos que quedan no pueden mejorar la solucién actual. En
este bucle se van tomando nodos del monticulo por orden decreciente de su valor de
estimacion del beneficio. Para cada nodo se crean sus posibles extensiones, que en este
caso consisten en impartir o no impartir el curso correspondiente a la etapa considera-
da. Para el nodo hijo correspondiente a la opcién de impartir el curso no necesitamos
recalcular las estimaciones, ya que la imparticién del curso ya estaba considerada en la
estimacion del nodo padre. En este caso se comprueba que se cumpla la restriccion de
que dicho curso pueda terminarse de impartir antes del plazo limite. Para el nodo hijo
correspondiente a la opcién de no impartir el curso, si necesitamos calcular la estimacién
optimista, para lo que llamamos a la funcion estimacionOpt utilizando datos del nodo
padre en los que no estaba incluido el curso. Para las dos posibles extensiones se com-
prueba si se ha completado una solucién por haber considerado ya todos los cursos, y se
actualizan los datos de la mejor solucion alcanzada hasta el momento.

Las siguientes funciones se encargan del cdlculo de las estimaciones optimista y pesi-
mista respectivamente:

fun EstimacionOpt (beneficios, tiempos: TVectorR, limites: T Vector,
k: entero, tiempoT: real, beneficioT: real): real
var
estimacion: real
i: entero
fvar
estimacion < beneficioT
para i < k+1 hasta n hacer
si tiempoT + tiempos[i] < limites[i] entonces
estimacion < estimacion + beneficios|[i]
fsi
fpara
dev estimacion
ffun

La estimacién pesimista también parte del valor del beneficio de los cursos que ya se
han seleccionado, y va considerando cursos en orden de tiempos de terminacién. Pero
en este caso se va sumando el tiempo requerido para impartir los cursos seleccionados
al hacer la estimacién.
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fun EstimacionPes (beneficios, tiempos: TVectorR, limites: T Vector,
k: entero, tiempoT: real, beneficioT: real): real
var
estimacion, tiempo: real
1: entero
fvar
estimacion < beneficioT
tiempo <— tiempoT
para i < k+1 hasta n hacer
si tiempo + tiempos[i] < limites[i] entonces
estimacion < estimacion + beneficios[i]
tiempo <— tiempo + tiempos|[i]
fsi
fpara
dev estimacion
ffun

Una estimacion superior del coste es el tamaio del 4rbol, que en el peor caso crece como
0O(2"), ya que cada nodo del nivel k puede expandirse en las dos opciones de impartir o
no el curso, y hay » niveles correspondientes al niimero de cursos.

7.5 Distancia de edicion

Vamos a considerar de nuevo el problema de la distancia de edicién que estudiamos en
el capitulo dedicado a la programacién dindmica. Ahora, a cada operacién de transfor-
macion le asociamos un coste. Con lo que el planteamiento del problema es el siguiente:
Tenemos dos cadenas de caracteres, X e Y, de un alfabeto finito. La cadena X = x;,
Xp,- -+ ,x, tiene longitud n, y la cadena Y = y;,y2,-- -,V tiene longitud m, con n < m.
La cadena X se puede transformar en la cadena Y realizando cambios de los siguientes
tipos:

e Borrar un caracter de X, con un coste cp.
e Insertar uno de los caracteres de Y en X, con un coste c;.
e Sustituir un cardcter de X por uno de los de Y, con un coste c;.

Nuestro objetivo ahora es encontrar una secuencia de transformaciones que lleven de la
cadena X a la cadena Y con un coste asociado minimo.
Por ejemplo, consideremos las dos siguientes cadenas:

X = aabbcb
Y = bbbcb
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Una posible transformacion seria:

aabbcb — abbcb  borrando la ‘a’ de la posicién 1
abbcb — bbbcb  cambiando la ‘a’ de la posicién 1 por ’b’

con un coste asociado de ¢p, + c;.

Consideramos ahora cémo resolverlo aplicando el esquema de ramificacién y poda. La
idea es ir haciendo transformaciones comenzando por el principio de la cadena X para
que sus caracteres coincidan con los de Y. Necesitamos representar las cadenas de carac-
teres X e Y. Usaremos un monticulo de minimos para almacenar los nodos del espacio de
busqueda e ir tomédndolos empezando por los de menor estimacién de su coste final. En
cada nodo almacenaremos la cadena con las transformaciones realizadas, y la longitud
actual, la posicién del ultimo cardcter que coincide con la cadena destino, una lista de
cadenas describiendo las transformaciones realizadas y el coste asociado.

tipo TVectorCad = matriz[0..m+n] de TCadena
tipo TNodo = registro

cadena: TCadena

long: entero

k: entero

transf: TVectorCad

costeT: entero

estOpt: entero
fregistro

A continuacién consideramos qué estimaciones optimista y pesimista podemos usar para
podar el espacio de bisqueda. Una estimacion pesimista la podemos obtener sumando
al coste de las transformaciones ya realizadas el coste asociado a borrar el resto de los
caracteres que quedan de la cadena X mas el coste de insertar todos los caracteres que
faltan de la cadena Y. Para la estimacion optimista podemos suponer que el resto de los
caracteres de la cadena X coinciden con los de la cadena Y (seria el mejor caso) y solo
faltarfa insertar la diferencia en niimero de caracteres entre la cadena X y la Y (m — n).
Para calcular las posibles extensiones vélidas de un nodo hay que considerar las posibles
situaciones de coincidencia entre la cadena X y la cadena Y:

1. El siguiente cardcter coincide en las cadena X e Y, y por tanto no hay que hacer
nada.

2. Se borra el siguiente caracter de la cadena X si el siguiente a €l coincide con el de
la cadena Y. Se actualiza la longitud de la cadena X.

3. Se sustituye el cardcter de la cadena X por el de la cadena Y.
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4. Se inserta el cardcter de la cadena Y, siempre que no se sobrepase la longitud m, y
se actualiza la longitud.

En el primer caso no se necesita generar extensiones porque con seguridad ninguna de
las otras alternativas va a ser mejor. Pero para el resto de los casos hay que generarlas
porque no sabemos cudl puede llevar al coste minimo.

Con estas ideas formulamos ya un posible algoritmo de ramificacién y poda que resuelve
el problema, y que utiliza una funcién, compleciones, para crear todas las posibles exten-
siones del nodo que estd considerando. Tras inicializar los datos necesarios el algoritmo
comienza creando el nodo inicial, que se mete en el monticulo. Después, mientras no se
vacia el monticulo, y quedan nodos prometedores, se van extrayendo nodos para los que
se generan sus extensiones vélidas mediante llamadas a la funcién compleciones. Para
cada nodo hijo devuelto por esta funcién se comprueba si se ha alcanzado ya la solucién,
actualizando los datos si corresponde.

fun DistanciaEdicion (cadenaX, cadenaY: TCadena, n,m:enteros,
transf: TVectorCad, costeT: entero)
var
monticulo: TMonticulo
nodo,hijo: TNodo
cota,estPes: entero
listaN: Lista de Tnodo
fvar
monticulo < CrearMonticuloVacio()
costeT <+ 0
{ Construimos el primer nodo}
nodo.cadena <+ cadenaX
nodo.long < 0
nodo.k «+ 0
nodo.costeT + 0
nodo.estOpt < EstimacionOpt(n,m,nodo.k,nodo.costeT)
Insertar(nodo, monticulo)
cota < EstimacionPes(n,m,nodo.k,nodo.costeT)
mientras — MonticuloVacio?(monticulo) A
EstimacionOpt(Primero(monticulo)) < cota hacer
nodo < ObtenerCima(monticulo)
{se generan las extensiones vélidas de nodo}
listaN <— Compleciones(cadenaX, cadenaY,n,m,nodo)
mientras — ListaVacio(ListaN) hacer
hijo < Primero(ListaN)
si hijo.k = m entonces
si costeT > hijo.costeT entonces
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transf < hijo.transf
costeT < hijo.costeT
cota < costeT
fsi
sino {la solucién no estd completa}
hijo.estOpt < EstimacionOpt(hijo.long,m,hijo.k,nodo.costeT)
Insertar(hijo, monticulo)
estPes < EstimacionPes(hijo.long,m,hijo.k,hijo.costeT)
si cota > estPes entonces
cota <— estPes
fsi
fsi
fmientras
fmientras
ffun

La funcién compleciones, que almacena los hijos resultantes de las posibles extensiones
en una lista, comprueba en primer lugar si en la posicién que se estd considerando las dos
cadenas coinciden. Si es asi s6lo se genera una extension que corresponde a desplazar
la posicién en curso al siguiente cardcter. Si los caracteres no coinciden, se generan
las extensiones correspondientes a las posibles operaciones: borrado (si el siguiente
cardcter al borrado coincide con el buscado), sustitucién, e insercién (si no se sobrepasa
la longitud de la cadena destino).

fun Compleciones (cadenaX, cadenaY: TCadena, n,m:enteros,
nodo: TNodo): Lista de TNodo
var
hijo: TNodo
listaN: Lista de TNodo
fvar
listaN < CrearLista()
hijo.k - nodo.k + 1
hijo.cadena < nodo.cadena
hijo.transf <— nodo.transf
si cadenaX[hijo.k] = cadenaY [hijo.k] entonces
hijo.costeT «— nodo.costeT
hijo.estOpt <— nodo.estOpt
hijo.long < nodo.long
listaN < Anfadir(listaN, hijo)
sino
{borrado}
si cadenaX[hijo.k+1] = cadenaY [hijo.k] entonces
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para i < hijo.k hasta hijo.long-1 hacer
hijo.cadena[i] +— nodo.cadena[i+1]

fpara

hijo.costeT <— nodo.costeT + costeBorrado

hijo.transf[hijo.k] < “borrado posicién” + hijo.k

hijo.long < nodo.long - 1

listaN < Afadir(listaN, hijo)

{sustitucion }

hijo.cadenalhijo.k] +— nodo.cadenalhijo.k]

hijo.costeT ¢— nodo.costeT + costeSustitucion

hijo.transf[hijo.k] +— “sustituido posic” + hijo.k+ “caracter”+nodo.cadenalhijo.k]
hijo.long < nodo.long

listaN < Afiadir(listaN, hijo)

{insercién}

si nodo.long < m entonces

fsi
fsi

para i < hijo.k+1 hasta hijo.long+1 hacer
hijo.cadena[i] < nodo.cadena[i-1]
fpara
hijo.cadenalhijo.k] - nodo.cadenalhijo.k]
hijo.costeT <— nodo.costeT + costelnsercién
hijo.transf[hijo.k] <— “insercién posic” + hijo.k+ “caracter”+nodo.cadenalhijo.k]
hijo.long < nodo.long + 1
listaN < Afiadir(listaN, hijo)

dev listaN

ffun

Las funciones que calculan las estimaciones optimista y pesimista pueden adoptar la
siguiente forma:

fun EstimacionOpt (lonX, lonY,k,costeT:enteros): entero

var

estimacion: entero

fvar

estimacion < costeT + costelnsercion * (lonY-lonX)
dev estimacion

ffun
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Como explicdbamos antes, la estimacién optimista supone que todos los caracteres que
faltan por comprobar entre las dos cadenas coinciden, y que sdlo es necesario insertar
los que faltan para llegar a la longitud de la cadena destino. La estimacién pesimista
supone que es necesario borrar todos los que quedan por comprobar e insertar los de la
otra cadena:

fun EstimacionPes (lonX, lonY.k,costeT:enteros): entero

var
estimacion: entero

fvar
estimacion < costeT + costeBorrado * (lonX-k)
estimacion < estimacion + costelnserciéon * (lonY-k)
dev estimacion

ffun

Buscamos una cota superior del coste del algoritmo analizando el espacio de buisqueda.
En el caso peor se generan 3 hijos por nodo hasta llegar a una profundidad igual a la
longitud de la cadena destino m. Por lo tanto, una cota superior al nimero de nodos a
explorar es 3™.

7.6 Ejercicios propuestos

1. Se pide un algoritmo para resolver el puzzle que se describe a continuacién. Se
dispone de un tablero de n? casillas en las que hay n> — 1 piezas que estdn nume-
radas del 1 al n*> — 1, de forma que a una de las casillas le corresponde un hueco.
Para resolver el puzzle hay que mover las piezas para transformar la configuracién
inicial en una disposicién en la que las piezas estdn ordenadas por filas, es decir, a
la casilla (i, j) le corresponde la pieza (i — 1) xn+ j, y el hueco se encuentra en la
tltima casilla (n,n), como muestra la figura:

4 |85 1213
1 —
2|7

Los movimientos validos son los de las piezas adyacentes al hueco que pueden
ocuparlo (arriba, abajo, izquierda y derecha), pasando a estar el hueco en el lugar
de la pieza movida.

2. Se quiere realizar en un soporte secuencial (cinta de 7" minutos en cada cara)
una recopilacién de canciones preferidas. Se dispone de una lista de n canciones
favoritas, junto con la duracién individual de cada una. Lamentablemente, la cinta
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no tiene capacidad para contener todas las canciones, por lo que se les ha asignado
una puntuacién (cuanto mayor es la preferencia, mayor es la puntuacion). Se pide
un algoritmo que obtenga la mejor cinta posible segtin la puntuacidn, teniendo en
cuenta que las canciones deben caber enteras y no es admisible que una cancién
se corte al final de una de las caras.

. En un problema de cortado de patrones se necesitan n piezas planas rectangulares
pi,-** ,Pn, donde las dimensiones (ancho, alto) de la pieza i son (x;,y;). Estas
piezas han de extraerse de un tablero de material de forma rectangular, como en el
ejemplo que muestra la figura:

13

12 16
14

17

Se pide un algoritmo que encuentre una colocacién de las piezas de forma que se
minimice el 4rea del tablero de material que se necesita.

. Setienen n huertos, cada uno con un tipo de cultivo diferente. Los cultivos ya estan
maduros y es necesario recolectar los frutos. Para cada huerto i, siendo 1 <i <n,
se conoce el valor v; del fruto que se puede recolectar en €l. Se conoce asimismo,
el tiempo #; que se tarda en recolectar el fruto del huerto 7, y el nimero de dias
d; que tardan en echarse a perder los frutos de cada huerto. Se pide un algoritmo
que seleccione los huertos en los que hacer la recoleccién antes de que se echen a
perder los frutos, de forma que se maximice el valor de los frutos recolectados.

. Una empresa de montajes tiene n montadores con distintos rendimientos segun el
~ tipo de trabajo. Se pide un algoritmo que asigne los proximos n encargos, uno a
cada montador, minimizando el coste total de todos los montajes. Se conoce de
antemano la tabla de costes C[1..n,1..n] en la que el valor c;; corresponde al coste
de que el montador i realice el montaje j.

. Se dispone de un conjunto de sellos de n valores diferentes, habiendo en el con-
junto 3 sellos de cada tipo. En el sistema de franqueo del pais s6lo se admite un
maximo de 5 sellos por carta. Se pide un algoritmo que seleccione de este con-
junto los sellos para enviar una carta cuya tarifa de envio es E, de forma que el
gasto en sellos sea minimo (con un franqueo igual o superior a la tarifa E).
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Consideremos una variante del problema de la mochila, en la que en lugar de
tener n objetos distintos, se dispone de n tipos de objetos, pudiéndose escoger
tantas unidades como se desee de cualquiera de los tipos. Se pide un algoritmo
que realice una seleccion de objetos que maximice el valor del contenido de la
mochila.

Se dispone de un conjunto de n objetos blandos, que adquieren la forma del espa-
cio que los contiene, pero que no se pueden fraccionar. Cada objeto o; (1 <i < n)
de este conjunto tiene un volumen v;. Se dispone también de una cantidad ilimi-
tada de envases de volumen C. Se pide un algoritmo que calcule la forma éptima
de empaquetar los n objetos en recipientes de forma que se minimice el nimero
de envases necesarios.

En cierto pais se utiliza un sistema monetario formado por » tipos de monedas
distintos, de valores vy,---,v,. Sabiendo que de cada tipo de moneda i se dispone
de una cantidad de monedas c;, se pide un algoritmo que calcule las monedas de
cada tipo que hay que utilizar para pagar una cantidad C minimizando el nimero
total de monedas.

Se dispone de un conjunto de n componentes electrénicas que deben colocarse
sobre n posiciones de una placa. Se tienen como datos dos matrices N y D, de di-
mensiones n X n. El elemento (i, j) de la matriz N indica el niimero de conexiones
necesarias entre la componente i y la componente j. El elemento (i, j) de la matriz
D indica la distancia en la placa entre la posicién i y la posicién j. Un cableado
de la placa, c1,-- - , ¢y, €5 una asignacién de componentes a posiciones de la placa.
Si la longitud del cableado se establece por la siguiente férmula:

2 Nli, jIDlei,c)]

i<j

se pide un algoritmo que busque el cableado de longitud minima.

Notas bibliograficas

Land y Doig [LD60] propusieron en 1960 la técnica de ramificacién y poda en el con-
texto de la programacién lineal. Lawler y Wood [LW66] publicaron uno de los primeros
trabajos detallados dedicados al tema y Bellmore y Nemhauser [Bel68] resolvieron el
problema del viajante de comercio aplicando esta técnica.

Ejemplos de aplicacién del esquema de ramificacion y poda pueden encontrarse en diver-
sos libros didacticos de algoritmia [Gue00, MOOMV03, GMCLMPGCO03]. En [Gue00]
se pueden encontrar entre otros, el problema del puzzle, el cortado de patrones y la
mochila con multiples elementos. En [MOOMVO03] se resuelven entre otros los proble-
mas de la coleccion de canciones, la recoleccion de huertos, el franqueo de cartas y el
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empaquetado de objetos. En [GMCLMPGCO3] se resuelven entre otros el problema del
cortado de patrones. Ejemplos de problemas de asignacién de tareas pueden encontrarse
en todos los libros citados.
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Apéndice A
Notacion

e Funciones:
fun (pardmetros): valores devueltos
instrucciones
dev valor devuelto
ffun

No se distingue entre pardmetros de entrada y salida, que se identifican por el
contexto.

e Asignacidén:
e Instrucciones condicionales:

— si condicién entonces
instruccién
fsi

— si condicién entonces
instruccionl
sino
instruccién2
fsi

— caso de
condiciénl hacer
instruccionl
condicion2 hacer
instruccién2
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condiciéonN hacer
instruccionN
fcaso

e Instrucciones iterativas:

— mientras condicion hacer
instrucciones
fmientras

— para contador < valorl hasta valor2 hacer
instrucciones
fpara

— para contador < valorl hasta valor2 incremento - 1 hacer
instrucciones
fpara

e Tipos de datos:
tipo Nombre = declaracion
Utilizamos maytsculas para los nombres de tipos.

e Vectores:
matriz[rango| de tipo bdsico

e Matrices:
matriz[rangol, rango2, - - -, rangoN] de tipo bésico

e Registros:
registro
campol: tipol
campo?2: tipo2

fregistro
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e Variables:
var
nombreVariable: tipoVariable

fvar

e Operadores Logicos:
-y: A
-0V
- no: -

e Operadores mateméticos:
-+ =, *5 /

Division entera: div

Funcién médulo: mod

Funcién valor absoluto: abs
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